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摘 要 

摘 要 

欠驱动系统是指独立控制输入量少于系统自由度的一类非线性系统，广泛存在于交

通运输、机器人、航空航天器等复杂系统领域；欠驱动系统由于控制输入的缺失使得其

控制问题成为控制领域富有挑战性的研究热点之一。具有旋转激励的平移振荡（TORA）

器是由欠驱动的平移小车及安装在其上的驱动旋转小球组成，是典型的欠驱动基准系统。

针对 TORA 系统，传统的控制目标主要集中在平衡点镇定，本文研究其周期性轨迹的

跟踪控制，主要研究内容包括： 
首先，基于拉格朗日方程建立了斜面 TORA 系统的动力学模型，分析了系统动力

学特征；设计了两种典型的周期性轨迹，包括同时实现平移小车和旋转小球周期性振荡

的周期性轨迹，以及平移小车周期性运动、旋转小球保持定值的周期性轨迹。 
其次，采用虚约束技术，给出了同时实现平移小车和旋转小球周期性振荡的周期性

轨迹设计，构造了平移小车与旋转小球间的虚约束方程，设计了控制李雅普诺夫函数，

基于李雅普诺夫稳定第二定理得出了系统控制器，实现了目标周期性轨迹的跟踪控制；

通过数字仿真证明了所设计的基于虚约束控制方法的有效性。 
再次，对比虚约束控制方法，针对平移小车的周期性运动，给出一种基于系统能量

的控制设计方案。该方案基于系统总能量守恒的思想，将系统总能量考虑到控制李雅普

诺夫函数中得到系统控制器，实现了目标周期性轨迹的跟踪控制，设计过程简洁；通过

与虚约束法的数字仿真实验对比说明了该方案的可行性与优越性。 
最后，搭建了一个 TORA 装置平台，对装置平移振荡过程中的摩擦力进行建模辨

识；采用前馈补偿的思想对能量法控制策略进行再设计，给出了一种基于摩擦补偿的能

量法轨迹跟踪控制方案。数字仿真与实验结果证明了所提控制方案的有效性和实用性。 
本文针对欠驱动 TORA 系统进行周期性轨迹跟踪的控制思路及考虑摩擦补偿的控

制设计方法，可进一步推广至其它欠驱动系统的设计和实践中。 
 

关键词：TORA 系统；轨迹跟踪；欠驱动；控制李雅普诺夫函数；摩擦补偿 
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Abstract 

Abstract 

Underactuated mechanical systems (UMS) are mechanical control systems with fewer 
control inputs than the number of configuration variables. Control of UMS is currently an 
active and challenging field due to the lack of control inputs and their broad applications in 
transportation vehicles, robotics and aerospace vehicles. Translational oscillator with 
rotational actuator (TORA) system consisting of one unactuated translational cart and an 
actuated rotational proof-mass is a benchmark of UMS. The conventional research work for 
TORA system mainly focuses on stabilizing control of equilibrium points. This thesis focuses 
on its dynamic periodic orbit tracking control, the main contents include: 

Firstly, based on the Euler-Lagrange equation, the dynamics of inclined TORA system is 
discussed, particularly, dynamics and control problems of TORA system are focused. In 
addition, two kinds of typical dynamic periodic orbits are designed, namely, translational cart 
and rotational proof-mass tracking their dynamic periodic orbits respectively, and 
translational cart tracking dynamic periodic orbit while rotational proof-mass being stabilized 
at the fixed angle. 

Secondly, by utilizing virtual constraints technique, the periodic orbits for translational 
cart and rotational proof-mass are designed, and a virtual constraints equation between 
translational cart and rotational proof-mass is also presented. Then, a proper control 
Lyapunov function is designed. A virtual constraints based controller is derived to realize the 
desired periodic orbits tracking according to Lyapunov's second stability theory. The 
performance and feasibility of the proposed control design methodology are illustrated and 
analyzed with numerical simulations. 

Thirdly, different from the virtual constraints design methodology, the energy based 
control scheme is proposed to steer translational cart tracking its periodic orbit only. Based on 
the principle of energy conservation, the overall system energy is included in the control 
Lyapunov function for deriving the controller to realize the periodic orbit tracking. In 
addition, the control design process is concise. Simulation results demonstrate the feasibility 
and advantage of the energy based control scheme comparing to the virtual constraints based 
methodology. 

Finally, an experimental platform for TORA is developed. The friction model for the 
translational motion of cart is identified. Consequently, the feedforward compensation idea is 
employed to redesign the energy based control scheme, which leads to an energy based 
controller with friction compensation. Simulation results and the experimental results 
demonstrate its efficiency and practicability. 

The design principle of periodic orbits tracking and the design methodologies with 
friction compensation for underactuated TORA system can be extended to the design and 
implementation for other underactuated systems.  

 

Keywords: TORA systems; Orbit tracking; Underactuated; Control lyapunov function; 
Friction compensation 
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第一章 绪 论 

第一章 绪 论 

1.1 课题来源及研究目的与意义 

由控制输入量与系统自由度数量间的差异，控制系统的驱动方式可分为冗余驱动系

统（Redundant systems）、完全驱动系统（Fully-actuated mechanical systems，FMS）与欠

驱动系统（Underactuated mechanical systems，UMS）。 
冗余的广义概念是指事物数量超过了规定数量；冗余驱动系统即指系统中控制驱动

量大于系统自由度的一类驱动方式 [1]。冗余驱动系统具有更高的刚度、更大的承载能力

和更好的动力学性能，因此该类系统适合于高速和重载的应用场合 [2]。 
完全驱动系统是指系统自由度分别由对应电机驱动控制，控制输入量与系统自由度

数量一致 [3]。但是，系统内部常由拓扑结构或约束条件存在耦合作用，各自由度和输入

量间的运动并不完全独立，某些自由度的运动可由另一些自由度带动间接实现，导致完

全驱动系统内部某些自由度对应的电机驱动是冗余的 [4]。在工业应用方面，冗余系统具

有可靠性高，驱动裕度大等优点；但是其大体积、高能耗与高制造成本的问题却难以忽

视。特别是在如今家居环境中需要机械系统小型化智能化的需求下，该问题则显得尤为

突出，亟须一类可由较少电机驱动较多的自由度完成特定目标运动的系统，因此欠驱动

系统越来越受到人们的重视。 
欠驱动系统是指系统控制输入量少于系统自由度的一类非线性系统；实现较少的系

统输入量控制较多系统自由度的运动，是非线性系统中优势明显的一类分支；在航空航

天和交通运输等领域的发展和应用的重要组成部分，最初常见于机械控制系统领域 [5, 6]。 
UMS 的欠驱动特性的由来通常可归纳为四点：（1）系统本身动力学模型是欠驱动，

如双自旋航天器、直升机、龙门吊车、二轮平衡车等；（2）全驱动失败导致，如水面舰

艇、航行器等；（3）优化成本或特殊目的设计，如柔性连杆机器人；（4）科学研究高阶

UMS 控制而人为设计出创造较复杂的低阶非线性系统，如倒立摆系统、球棒系统、二

维旋转平移振荡系统。 
欠驱动系统结构简单且控制成本低，相对于完全驱动系统而言，易于分析和建立整

体系统的动力学；另外，由于系统非线性强、参数摄动难、控制量受限和目标控制多样

化等因素，欠驱动系统结构及控制策略往往又很复杂，便于研究与验证非线性控制所提

各种策略的有效性与实用性。正是这些特点，使其特别适合于航空航天等对能耗、重量

和可靠性敏感的领域。因此研究欠驱动系统的动力学与控制问题一直是非线性动力学和

控制理论相关领域的研究热点之一，其分析和控制设计也是兼具趣味性和挑战性的研究。 
欠驱动系统的控制问题在实际控制应用和理论研究两个层面上，都具有重要的研究

价值，具体原因可概括为以下四个方面： 
（1）低成本低耗能。以汽车为例的欠驱动系统，大部分的动力由不可再生能源提

供，然而化石能源危机与环境污染是当下可持续发展必须解决的问题。实际系统若适当

1 
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采用欠驱动特性可使驱动数量减小，不仅可以降低系统制造成本、实现系统小型化轻质

化，还会减少系统输入能源的消耗，这些特质在航空航天与智能家居机器人方面极其重

要。因此，从节约成本与能源层面上而言，如何利用较少的驱动输入来控制系统是一个

有意义的尝试。 
（2）服务生活应用。大量的欠驱动系统已存在于实际生活中，早期人们仅研究欠

驱动系统的个别对象，比如充电汽车、歼击机、宇宙飞船、直升机、水面舰艇和水下潜

艇等。然而，直接研究欠驱动系统具有的普遍特性可用来解决很多实际应用中个别对象

的控制问题。 
（3）控制功能保障。完全驱动系统在运行过程中存在驱动故障的可能性，驱动的

意外缺失会在某种程度上造成险情或经济损害。在一些特殊应用情况下，为了避免驱动

故障发生，人们常采用增加系统驱动备用的办法，但是备用驱动只是增加了系统安全裕

度，其本身还是会发生故障。较为可靠的解决方法是在完全驱动系统驱动故障的同时，

转换为欠驱动系统控制，通过设计可适用欠驱动系统的控制器来确保系统的功能稳定。 
（4）科学研究热点。欠驱动系统属于非线性系统的范畴，解决欠驱动系统的控制

问题有助于研究传统非线性系统的控制问题。对于完全驱动系统，其研究和实践技术较

为成熟，已经有了诸如精确反馈线性化方法、基于无源理论的控制策略等可以用于整类

系统控制的研究成果；对于欠驱动系统，除 Spong 提出用以简化欠驱动系统的部分反馈

线性化方法 [7]外，尚未发现可适用于整类欠驱动系统控制的研究成果。因此，欠驱动系

统的控制问题至今依然是控制领域的热点和难点。 
本文针对欠驱动 TORA 系统的运动控制研究是其周期性轨迹跟踪问题，其目的在于：

建立更具普遍意义的斜面 TORA 系统动力学模型，并设计其周期性轨迹，给出两种基于

不同方法的欠驱动 TORA 系统非线性跟踪控制策略；搭建欠驱动 TORA 系统装置平台，

设计具有摩擦补偿功能的能量法控制策略，实现了 TORA 系统装置周期性轨迹的跟踪控

制策略的实用性。 

1.2 国内外研究现状与分析 

欠驱动系统的精确定义 [5]如下： 

 ( ) ( ),= + q f q q G q u  (1-1) 

其中q 是独立广义坐标的状态向量， ( )⋅f 是表示系统动力学的向量场， q 是广义的速度

向量， ( )G q 是输入矩阵，u是广义输入力。q 的维数就定义为系统的自由度。如果其外

部广义输入力不能够同时在形态空间的所有方向产生加速度，即 ( ) ( )dimrank <G q ，则

称系统(1-1)为欠驱动系统。 

1.2.1 欠驱动基准系统研究现状 

1994 年，Spong 提出了可简化欠驱动系统动力学的部分反馈线性化方法 [7]，该方法

虽然在形式上实现了欠驱动系统动力学的统一，但整类欠驱动系统控制设计依然缺少通

2 
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用研究结果。因此，人们通常都是针对具体的某一领域或者一类欠驱动系统进行研究。 

1.2.1.1 电气领域 

在电力系统的新能源领域，经典的三相电压下 PWM 整流器就是一种欠驱动系统 [8]。

在如图 1-1（a）所示系统经过电路等效以及 abc 到 dq 坐标变换后得到如图 1-1（b）系

统。如图 1-1（b）所示，该系统的驱动输出为有功电流 di 、无功电流 qi 和直流电压 0ν ，

系统自由度为 3；而 PWM整流器的控制输入为 dq轴的三相交流开关函数记为 dS 与 qS ，

因此系统输入个数为 2。 
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（a）三相电压型 PWM 整流器 （b）三相电压型 PWM 整流器等效图 
图 1-1  三相电压型 PWM 整流器 

三相电压型 PWM 整流器的欠驱动特性可由对该系统建立的 Euler–Lagrange 数学模

型得以证明。另外，欠驱动系统已取得的非线性控制理论同样适用于三相电压型 PWM
整流器的非线性控制，目前已有学者将自适应跟踪控制方案应用到三相电压型 PWM 整

流器的控制 [9]。基于经典的三相电压下 PWM 整流器拓扑结构，以较大范围投入电力系

统电压稳定控制的静止同步补偿器（Static synchronous compensator，STATCOM）也具

有欠驱动特性 [10]。并且，学者们已将反馈线性化方法运用到 STATCOM，对电力系统控

制方式提供了一种新思路 [11]。 

1.2.1.2 机械领域 

在应用更为成熟的机械系统领域，欠驱动系统的表达形式广泛，表达式不具有统一

性，很难确立完全适用的控制理论，因此在实际中，针对欠驱动系统的运动控制研究大

都集中在某一类系统中，每一类系统均有一些比较有代表性的典型系统，被称之为基准

系统（Benchmark），即通过组合和演变往往可以组成实际中欠驱动系统。这样的系统有

很多，比如球棒系统、吊车系统、车摆（Inverted pendulum）系统、二连杆仿生机器人

Pendubot（Pendulum robot）、体操机器人 Acrobot（Acrobat robot）、与 2DTORA/TORA
系统。这些基准系统一方面常用于教学仪器与实验探究，另一方面也是进行非线性控制

理论研究的良好平台。多年来，中外学者针对这些基准系统的数学模型、控制方法及控

制目标都进行了成熟深入地研究。 
1、 球棒系统 
常见的球棒系统如图 1-2（b）所示，由一根固定在支点上的旋转直棒和一个可在

直棒上自由滚动的小球构成。球棒系统的控制目标有两种：（1）驱动电机在支点处，小
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球沿直棒自由移动；通过直接驱动直棒的旋转，实现小球位移达到目标点处 [12]。（2）
驱动电机在小球内部，直棒绕支点自由旋转；通过直接驱动小球运动，实现直棒转角达

到目标角度 [13]。如图 1-2（a）所示，目前 Shorya[14]已经研究了运用平板取代直棒，控

制实现小球复杂运动的二维球板系统。 
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（a）球板系统实验平台 （b）球棒系统 
图 1-2  典型球摆系统 

2、 吊车系统 
吊车系统由驱动的吊车和悬吊的负荷组成，通常吊车负重运动时，负荷运动时会与

铅垂线存在一定夹角，吊车静止时，负荷由于惯性导致的摆动对系统是不利的。因此，

吊车防摆问题也是欠驱动基准系统解决问题之一。一种常规的解决方案是 Burg 等人 [15]

采用状态变化将吊车系统转化为典型球棒系统，考虑伺服系统的饱和性的同时，运用球

棒系统成熟的非线性控制器。另外，东南大学高丙团 [6]与南开大学的孙宁 [16]均研究过

更为复杂的吊车系统以及多样的控制设计。 
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（a）吊车系统实验平台 （b）吊车系统 
图 1-3  典型吊车系统 

3、 倒立摆系统 
倒立摆系统是最广为人知的基准系统，因其物理分析简明、控制过程直观，且拓扑

结构多样，通常分为一阶倒立摆系统 [17-19]、二阶倒立摆系统 [17]和高阶倒立摆系统。其

中，最为常见同时也最重要的是一阶倒立摆系统，常见的两种形式为直线倒立摆和旋转

摆系统。如图 1-4（a）所示，直线倒立摆系统也称为车摆系统 [20]，因其物理控制模型

应用于火箭系统直立稳定控制和高层楼宇的防摆抗震设计，在航空航天领域和建筑工程
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方面都有重要的研究意义。旋转摆系统 [21]由日本学者 Furuta 率先提出，又被称为 Furuta
摆，其结构如图 1-4（b）所示，通过驱动质量为 1m 的平面旋转臂，实现未驱动的悬摆

（质量为 2m ）倒立。一阶倒立摆系统的主要控制策略是先由一个控制器将摆杆从初始

位置实现起摆，然后切换另一线性控制器来确保摆杆的平衡 [22-24]。 

F
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（a）直线倒立摆系统 （b）旋转倒立摆系统 
图 1-4  一阶倒立摆系统 

二阶倒立摆系统常以二连杆欠驱动机器臂的形式被探讨，其实际概念源自仿生机器

人模仿灵长类动物悬臂运动控制的研究，所解决的控制问题是如何使灵长类机器人臂从

一个确定的起始点摆动到给定的目标点。 
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（a）Pendubot 系统 （b）Acrobot 系统 

图 1-5  二阶柔性机械臂系统 

如图 1-5（a）（b）所示，Pendubot 和 Acrobot 是二连杆欠驱动机器臂的两种不同形

式，分别由两根连杆和一个电机组成，具有两自由度和一个驱动输入；不同的是，前者

驱动机电安装在机器臂的“肩部”，后者驱动机电安装在机器臂的“肘部”。2000 年，

Spong 等人 [25]在研究 Pendubot 时采用系统能量的方法，该方法随后也被成功运用在

Acrobot 控制 [26, 27]。近年来，东北大学夏德银博士 [28]将基于神经网络的摩擦补偿因素考

虑在内，将基于能量法推广至 Pendubot[29, 30]实际起摆设计中，取得良好效果。我国学者

在 Acrobot 研究方面均有各自研究成果：如访日学者 Xin xin 对 Acrobot 的起摆控制以及

解决实验验证方面问题均有深入探讨 [31, 32]；哈尔滨工业大学的程红太博士针对 Acrobot
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的虚拟约束方法的适应性控制以及动态伺服问题 [4, 33-35]；中国地质大学（武汉）的赖旭

芝教授针对 Acrobot 采用起摆控制 [36]、智能控制 [37]、倒转法稳定控制 [38]等诸多控制方

法展开了全面的研究。 
三阶及以上阶次的倒立摆系统因阶次越高，控制难度越大，北京工业大学余跃庆教

授对其展开的实验研究尚处于试探和尝试的阶段 [39]。 
4、 （2D）TORA 系统 
2DTORA（2-Dimensional Translational Oscillator with Rotational Actuator）系统由两

个自由度直线运动的振荡小车和固定在上层小车上受驱动的旋转小球组成，如图 1-6 所

示，最初由东南大学高丙团教授在 2009 年提出并深入研究 [40, 41]。由于控制 2DTORA
系统中单一输入转矩实现振荡小车 xy 两轴向上的平衡点快速镇定，所需控制的状态变

量较多，动态规律异常复杂，控制器的设计十分困难。因此，智能控制方案中较为简洁

的模糊控制 [41]、滑膜变结构控制 [42]方案先后用于到 2DTORA 系统的稳定控制；其控制

意义在于为摩天大楼在地震情况主动避震或风载荷作用下抑制楼体摆动提供一种新方

法，同时也有助于研究高阶欠驱动系统控制问题。另外，2DTORA 系统中振荡小车运动

由二维降至一维的特殊情况即为 TORA 系统。 
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（a）2DTORA 系统装置 （b）2DTORA 系统示意图 
图 1-6  2DTORA 系统 

本文将以 TORA 系统为研究对象。TORA 系统又常被称为 RTAC（Rotational 
Translational Actuator）系统，是一种控制单一旋转激励达到平移振荡的装置，通常情况

下，由一个欠驱动平移振动小车和在小车上的驱动的偏心旋转小球组成。如图 1-7 所示，

目前研究控制设计方面的文献中所指的 TORA 系统 [43, 44]，是基于 Bupp 等人在研究非线

性控制设计时提出并设计的欠驱动机械系统 [45]，其物理意义源自研究双自旋航天器的

共振俘获现象所提出的简化模型 [46]。TORA 系统的控制机理与直线倒立摆系统相似，

差别在于直线倒立摆系统是仅通过驱动平移小车从而间接控制倒立摆的旋转运动；

TORA 系统是仅通过驱动旋转小球从而间接控制平移小车的平移运动。TORA 系统作为

典型的非线性系统，为非线性控制策略的具体实施提供了精确的研究对象，在检验非线

性控制器控制效果优劣方面具有直观的参考作用。 
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（a）TORA 系统装置 （b）TORA 系统示意图 

图 1-7  TORA 系统 

1.2.2 TORA 系统控制研究现状 

欠驱动 TORA 系统的运动控制问题因控制方法种类繁多，且各自具有不同的特点，

需要对其进行分类。根据控制目标的不同，欠驱动 TORA 系统的运动控制问题可分为两

大类：（1）平衡点镇定控制问题；（2）动态轨迹跟踪控制问题。 
对于欠驱动 TORA 系统而言，由于欠驱动自由度的平衡位置有限，系统的闭环平衡

点或仅是系统位形空间的某个子集。欠驱动系统在特定位置仅存在有限的平衡点，目前

学者们针对某些特殊位置（如水平位置、垂直位置）上平衡点的镇定控制，极大地限制

了欠驱动 TORA 系统在实际应用范围。针对平衡点镇定控制问题的研究可追溯到上世纪

九十年代，但动态轨迹跟踪控制是近年来才兴起的一个新的研究点。欠驱动 TORA 系统

由于驱动缺失，系统能控性较弱，目标轨迹跟踪时总会存在动态过程，目标动态轨迹的

合理设计关系到动态跟踪过程能否收敛，即欠驱动 TORA 系统仅可跟踪符合系统动力学

模型特性的动态轨迹。 

1.2.2.1 平衡点镇定问题 

针对非线性系统的控制，虽然欠驱动系统运动的分析、控制与镇定问题和完全驱动

系统的此类振动问题都是传统的研究领域，但是 TORA 系统的平衡点控制的研究还是吸

引了一些国内外研究学者的关注。 
1996 年，Jankovic 等人在文献 [47]中针对 TORA 系统已经设计出具有实现平衡点镇

定控制效果的多级联闭环控制器；同时，Burg 等人 [48]采用仅有驱动小球角度作为反馈

量的控制器，对其进行改进和补充设计。 
2000 年，Jiang 等人 [49]提出一种全输出反馈控制方案，并从数学分析的角度严谨地

证明了 TORA 系统渐进稳定性。 
2010 年，Petres 等人在文献 [50]中设计了基于张量积分散补偿法的状态反馈控制器，

实现了初始点向平衡点快速振荡稳定，研究了 TORA 系统的控制设计中渐进性和复杂性

的权衡问题。 
2011 年，Fabio 提出了针对仅有驱动小球角度作为反馈量的控制器设计方案 [51]，该

方案可能更易于在实践中实现。另外，有学者将系统无源性纳入控制器设计中 [52-54]，大
7 
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大简化了控制器设计步骤，实现角度项取代速度项作为反馈量的控制方案，相比于以往

较为复杂的控制器，学者们也逐渐为关注实际控制操作过程是否较为简便，摩擦补偿问

题也被深入探讨 [55]。 
2012 年，Lee 等人在文献[56]中采用基于小波分析法的神经网络自适应反馈控制方

案，考虑实际系统存在摩擦因素等不确定性的同时，改善了 TORA 系统受扰动后迅速恢

复平衡状态的闭环控制性能。 
国内针对欠驱动 TORA 系统的控制问题研究起步较晚，研究的学者也较少，但是都

在欠驱动系统的控制研究上取得了一定的研究成果。其中代表性学者主要有东南大学的

高丙团、中南大学的佘锦华、中山大学的戴婉君等、浙江工业大学的武宪青。 
2007 年，东南大学高丙团教授将反步法（backstepping）应用到垂直位置上 TORA

系统的稳定控制中 [57]，随后又在系统特性的基础上结合能量的方法 [58]，设计的 TORA
系统的稳定控制器也取得了满意的控制效果。近年来，又从控制理论角度详细介绍了斜

面 TORA 系统的广义动力学和可控性分析 [59]；同时还扩大了 TORA 系统的平移振荡情

况，即两维垂直的平移运动，并在文献[53]中提出了基于无源性的控制设计，用来将二

维 TORA 系统稳定到其可控平衡点。 
2011 年中山大学杨智教授团队的许清媛设计的控制器也是基于能量法 [60]，但能量

函数法只针对平衡点取小球角位为零时有效；随后同团队的戴婉君设计一种具有控制参

数的控制方法，这种控制方法可以使 TORA 系统平衡在任意设定的平衡点，实现了转角

位移的跟踪 [61]。 
2012 年，中南大学佘锦华教授在文献[62]中，实施坐标变换以及分离系统线性非线

性部分这两个设计环节，提出了针对 TORA 系统的等效输入扰动法，该方案在实现平衡

点镇定控制器时仅须反馈位置状态量无须速度状态量。 
2015 年，浙江工业大学武宪青博士 [43, 63, 64]根据 TORA 系统的动力学模型，分析旋

转小球与平移振荡器之间的耦合关系和系统的无源特性，设计的自适应耦合控制器有较

强的鲁棒性。 
以上国内外文献中，所研究 TORA 系统主要控制目标均是将系统稳定到某一可控平

衡点，且控制策略的设计已相对成熟；而在实现系统各自由度跟踪目标动态轨迹的控制，

目前还鲜有人深入研究。 

1.2.2.2 动态轨迹跟踪问题 

动态轨迹跟踪广义地是指实现系统构形空间变量给定轨迹的动态跟踪；因轨迹周期

性差异，可分为非周期性轨迹跟踪和周期性轨迹跟踪。其中，周期性轨迹跟踪常难于平

衡点的镇定控制，在欠驱动系统周期性轨迹跟踪控制方面的研究与应用尚处于不成熟的

阶段，学者们普遍针对某一类的欠驱动基准系统的动态轨迹规划 [65, 66]和跟踪控制 [67-69]

方面展开研究。 
早在 1995 年，对于周期性轨迹的跟踪控制，学者已经开始研究内部简单的欠驱动

Furuta 摆系统 [70]；并对类 Furuta 摆系统，在研究状态变量和系统能量之间的关系后，
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通过调整能量可产生一组周期性轨迹。 
2005 年，针对于在控制输入量少于系统自由度一个自由度的机械系统中，Shiriaev

等人提出了一个全面而又具有独创性的方法用以产生和镇定周期性轨迹的控制器 [71]；

该主要思路是通过利用控制输入对原系统施加虚约束，使原来复杂动力学模型可以蜕化

为一个简单的虚拟有限维的系统，使得该系统更容易进行分析和控制；这种技术逐渐应

用于车摆系统 [71, 72]和 Furuta 摆系统 [73, 74]等几个欠驱动基准系统中。 
随后，这种构造虚拟约束的方法应用在欠驱动体操机器人（Acrobot）上进展较为突

出。在文献[75]中，采用改进后的虚约束方法可通过系统状态空间的任意点产生周期性

轨迹，并实现系统状态空间由平衡点振荡到目标点或状态空间轨迹跟踪的控制目标。 
本文继续了虚约束方法的推广，基于虚约束的方法将被用于斜面 TORA 系统产生周

期性轨迹，提出一个基于控制 Lyapunov 函数的非线性控制策略。该控制策略可实现目

标周期性轨迹的跟踪，其结果是 TORA 系统在其状态空间将能周期性振荡到目标轨迹点。 
本文也延续了系统总能量的方法，并运用到欠驱动 TORA 系统的周期性轨迹控制；

从系统能量守恒和系统能量分配的角度，设计合适的控制 Lyapunov 函数构造动态轨迹

跟踪控制策略；作为对比，将与虚拟约束方法分别展开分析，并相互验证控制有效性。 

1.3 论文研究内容 

本论文研究内容主要包括以下方面： 
（1）斜面 TORA 系统动力学模型与其动态轨迹。基于拉格朗日方程，研究了适用

于任意斜面的 TORA 系统的动力学描述；深入分析了系统无源性、可控平衡点及平衡点

能控性，并验证了动力学特性的正确性。给出了周期性轨迹的定义，分析了平衡点控制

问题是周期性轨迹跟踪问题的子集，重点分析了周期性轨迹的不同形式，为 TORA 系统

动态轨迹跟踪控制的研究奠定了基础。 
（2）基于虚约束法的 TORA 系统周期性轨迹跟踪控制。基于斜面 TORA 系统动力

学，为实现二维周期性轨迹，通过人为构造 TORA 系统中旋转小球与平移小车间的虚拟

约束条件，带入 TORA 系统动力学中构建状态量关系，简化了系统分析和动态轨迹控制。

运用 Lyapunov 稳定理论，设计了其状态空间目标点周期可达的轨迹跟踪控制策略，并

应用在三种不同斜面情况下的 TORA 系统，验证了所设计控制策略控制有效性。 
（3）基于能量法的 TORA 系统周期性轨迹跟踪控制。对比于虚约束法控制策略的

研究成果，通过控制系统总能量守恒与分配关系，分析了保守系统运动的周期性与总能

量守恒属性，对于 TORA 这类保守系统，完整地给出了其非线性控制策略，完成了周期

性轨迹跟踪的系统化控制设计。对于同一目标周期性轨迹，采用提出的基于系统能量的

非线性控制器对比了基于虚约束的控制器的异同与优点，验证了能量法控制策略的高效

性。 
（4）搭建 TORA 系统装置与实验研究。为检验本文所提出控制器的实际控制效果，

搭建 TORA 系统装置平台，对装置系统的摩擦建模及辨识，运用前馈补偿方式，基于摩

擦补偿的能量法控制器再设计，并在此实验平台上通过实验验证再设计的能量法控制器
9 
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的有效性。在数字仿真证明再设计的控制策略有效性的基础上，采用再设计的控制器实

现了 TORA 系统装置一组给定的周期性轨迹的稳定控制，证明了控制方案的实用性。 
综合以上四方面研究内容，本文针对 TORA 系统周期性轨迹的运动控制进行研究，

通过少量的控制输入控制较多自由度的运动以达到和完全驱动系统相同的控制效果。通

过构造基于不同机理的控制策略，在 Matlab/Simulink 仿真验证所提控制策略正确性的同

时，在搭建的 TORA 系统物理平台进一步验证说明理论的完备性。另外，TORA 系统周

期性轨迹跟踪控制策略在物理平台实现的进一步研究，也对探索新的欠驱动系统和研究

实用的控制算法在节约资源和完善系统控制设计的方面具有重要意义。 
论文的其余部分安排如下： 
（1）第二章建立适用于任意斜面的 TORA 系统动力学模型，基于系统特征分析其

周期性轨迹； 
（2）第三章在斜面 TORA 系统动力学基础上，基于虚约束的方法在斜面 TORA 系

统产生周期性轨迹，采用李亚普诺夫控制方案设计系统的轨迹跟踪控制器； 
（3）第四章基于系统能量的方法解决 TORA 系统的动态轨迹跟踪问题；设计控制

李雅普诺夫函数，并从中得出控制器实现系统稳定跟踪。对比分析出能量方法的优越性； 
（4）第五章将进行 TORA 系统装置的搭建，通过对提出的控制策略编程翻译，实

现 TORA 物理平台的周期性轨迹跟踪目标；另外，考虑系统摩擦因素，采用前馈摩擦补

偿的方式，验证周期性轨迹跟踪的可行性； 
（5）第六章针对全文进行总结和展望，对全文研究内容进行归纳，对后续研究进

行合理展望。 

1.4 科研资助情况 

课题的研究同时由国家自然科学基金委员会（资助编号：11102039），江苏省“六

大人才”高峰计划（资助编号：2014-ZBZZ-001），东南大学优秀青年教师项目（资助编

号：2242015R30024）共同资助。 
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第二章 动力学建模与动态轨迹 

控制系统的分析、设计以及控制研究建立在正确的动力学模型的基础上。系统的动

力学模型实际上是一组可反映系统在运动过程中控制输入量与各状态变量之间关系的

微分方程组。本章建立了斜面 TORA 系统的动力学模型，分析了该动力学分析系统特性；

设计了系统状态空间中两种不同形式的周期性轨迹，即同时实现平移小车和旋转小球周

期性振荡的周期性轨迹，以及平移小车周期性运动、旋转小球保持定值的周期性轨迹。 

2.1 拉格朗日方程 

欠驱动系统动力学建立模型主要包括以下两种方法 [76]： 
（1）基于经典牛顿力学与欧拉方程的分析法。基本思路由作用力间动态平衡性质，

计算系统内部每个物理对象的加速度，并化简消去其内作用力。该方法适用于自由度较

少且计算简便的简单系统；对自由度较多的高阶复杂系统，由于其庞大复杂的计算量，

使得该方法难以迅速得到系统动力学模型。 
（2）基于分析力学范畴中的拉格朗日方程的分析法。拉格朗日方程基于系统的广

义能量，系统动态的表达采用与系统广义坐标变量数目相等的广义坐标方程，在解决完

整约束条件下的质点系动力学问题具有普遍意义。其表达式简洁明了，实际应用中仅计

算系统动能和广义力，计算相对简便，因此本文采用此法用于复杂控制系统建模。 
拉格朗日方程普遍形式为： 

 j
j j

d L L Q
dt q q
 ∂ ∂

− =  ∂ ∂ 
 (2-1) 

其中 L表示拉格朗日算子，T 表示质点系的总动能，P 表示质点系的总势能，L T P= − ，

物理意义为拉格朗日算子等于质点系的总动能与总势能之差。 jq 表示质点系的广义坐标，

j 表示质点系的自由度数， jQ 表示对应 jq 非有势力的广义力。 

2.2 TORA 动力学建模 

针对 TORA 系统的动力学模型集中在水平面与垂直面情况下，而实际 TORA 系统

由于安装或放置位置的固有误差，不能确保放置状态的绝对水平或垂直，也就意味着

TORA系统的动力学始终处于斜面状态；因而建立斜面TORA系统动力学更具有实用性。

如图 2-1（a）所示，TORA 系统本体由一个受电机直接驱动的旋转小球和一个无驱动的

平移小车构成，质量为 M 的平移小车通过一根劲度系数为 k 的轻质弹簧与左侧墙壁相连

并在 x 轴方向上做平移运动，平移小车的位移记为 x；质量为 m 的匀质旋转小球在电机

输入转矩为τ 的驱动下在平行于斜面的平面内旋转，旋转半径记为 r，旋转小球对其质

心的转动惯量记为 I，逆时针转离 y 负半轴的转角记为θ。 
对 TORA 系统建立 oxyz 坐标系，当弹簧是自然长度状态时，其坐标原点在平移小

11 
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车的中心。x 轴沿平移小车的运动方向延伸，z 轴垂直于 TORA 系统所在的平面，其方

向是垂直纸面向外。令 g 是重力常数，那么其方向是垂直纸面向内。将如图 2-1（a）所

示的 TORA 系统放置于任意斜面，定义另一个坐标系 OXYZ，且其定义方式对应于 oxyz
坐标系。如图 2-1（b）所示，TORA 系统的运动发生在 oxy 斜平面上，相对于水平面

OXY 夹角为β ；TORA 系统中小车运动方向与斜面间夹角记作γ 。斜面的倾斜角度 β 是

通过安装或装配过程中的不水平引起，记逆时针方向为正，这个角度可以被定义为

[0 ,90 ]β ∈   。斜面上 TORA 系统的倾斜方向角度γ 是可以任意选择，记逆时针方向为正，

其中 [0 ,360 )γ ∈   。通过对比可以看到 TORA 系统位于水平面和斜面之间的差异，且当

0β = 时，斜面 TORA 系统蜕变为平面 TORA 系统；位于斜面上 TORA 系统 [58, 59]的动

力学建模更具有一般性。 

M

τ
r

,Iθ m

k x

y

O

z方向

g方向

 

M
τ r

θ
k

x
y

g

o

O
X

m,I

X1

s

β

γ
YZ

 

（a）平面 TORA 系统 （b）斜面 TORA 系统 
图 2-1  TORA 系统 

首先求取斜面 TORA 系统的总动能和总势能。旋转小球和平移小车均视为质点，坐

标分别记为 ( )1 1,x y 与 ( ),0x ，由图 2-1（a）中关系可得： 

 1

1

sin
cos

x x r
y r

θ
θ

= +
= −

 (2-2) 

式(2-2)对时间 t求导可得： 

 1

1

cos

sin

x x r

y r

θ θ

θ θ

= +

=



 





 (2-3) 

记 ballT 与 cartT 分别表示旋转小球与平移小车动能，由柯尼希定理得出： 

 
( )2 2 2

1 1

2

1 1
2 2
1
2

ball

cart

T m x y I

T Mx

θ= + +

=



 



 (2-4) 

联立式(2-3)与式(2-4)可得到斜面 TORA 系统的总动能T ： 

 
( ) ( )2 2 21 1cos

2 2

ball cartT T T

M m x mr x mr Iθ θ θ

= +

= + + + + 

 

 (2-5) 
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如图 2-1（b）中弹簧自然长度下坐标原点 o 设为零势能点；且记 springP 、 ballP 与 cartP 分别

表示弹簧、旋转小球与平移小车的势能： 

 ( )
( )

2

sin sin

cos s

1
2

in

spring

ball

cart

mg

P kx

g

P r

P M m x

γ θ β

γ β

=

= +

= +

 (2-6) 

由式(2-6)可计算斜面 TORA 系统的总势能 P ： 

 
( ) ( )21= cos sin sin sin

+ +

2

spring ball cartP

kx M m gx m

P P P

grγ β γ θ β+

=

+ + +
 (2-7) 

因此，拉格朗日算子 L可表示为： 

 ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2

1 1cos
2 2
1 cos sin sin sin
2

L T P

M m x mr x mr I

kx M m gx mgr

θ θ θ

γ β γ θ β−

= −

= + + +

+ −−

+

+

 

   (2-8) 

通过选择 ( ) ( )1 2, ,x q qθ = 作为广义坐标，τ 作为广义力，由式(2-1)可得斜面 TORA

系统的拉格朗日方程组： 

 
x

r

d L L N
dt x x
d L L N
dt

τ
θ θ

∂ ∂  − = − ∂ ∂ 
∂ ∂  − = − ∂ ∂ 





 (2-9) 

其中 xN 与 rN 分别表示作用于平移运动小车和驱动旋转小球的扰动输入项。 

由式(2-9)可得斜面 TORA 系统的动力学模型： 

 
( ) ( )

( ) ( )

2

2

cos sin cos sin 0

cos cos sin
x

r

M m x mr mr kx M m g N

mr x mr I mgr N

θθ θθ γ β

θ θ γ θ β τ

+ + − + + + + =

+ + + + + =

 







 (2-10) 

将式(2-10)两个方程改写为矩阵形式： 

 ( ) ( ) ( ),+ + + =M q q C q q q G q N U    (2-11) 

其中 

( )

( ) ( )
( )

( )

11 12
2

21 22

cos
cos

cos sin
cos sin

00 sin
,

0 0
x

r

m m M m mr
m m mr mr I

kx M m g
mgr

Nmr
N

θ
θ

γ β
γ θ β

θ θ
τ

+   
= =   +  

+ + 
=  + 
   −  

= = =     
   

M q

G q

C q q N U


 ， ，

 

( ) ( )1 2, ,q q x θΤ Τ= =q 是可变向量； ( )M q ， ( ),C q q ， ( )G q ，N 与 U 分别代表惯性矩阵、

科氏力矩阵、离心力矩阵、干扰力矢量矩阵和斜面 TORA 系统的控制输入向量矩阵。 
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式(2-11)为完整的斜面 TORA 系统动力学模型矩阵形式。 

2.3 TORA 动力学特性分析 

为简化动力学模型(2-11)以及方便下文控制设计，本在理论分析时暂时忽略干扰力

矢量矩阵N ： 

 ( ) ( ) ( ),+ + =M q q C q q q G q U    (2-12) 

其中各项表示情况与式(2-11)中对应项一致。易知，式(2-12)为理想情况下斜面 TORA 系

统动力学模型。 
从动力学方程(2-12)，我们可以明显地看到θ为驱动变量而 x 是欠驱动变量。控制斜

面 TORA 系统的结构变量 x和θ，τ 是其唯一的控制输入转矩。 
当 0.5πβ = ， 0.5πγ = 时，即是 TORA 系统位于垂直面上，TORA 系统的动力学模

型(2-12)可变化为： 

 
( )

( )
2

2

cos sin 0

cos sin

M m x mr mr kx

mr x mr I mgr

θθ θθ

θ θ θ τ

+ + − + =

+ + + =

 







 (2-13) 

方程组(2-13)就是垂直面标准 TORA 系统的动力学模型，且受重力项 sinmgr θ 影响。 

当 0β = ，γ 为任意角度时，即是 TORA 系统位于水平面上，TORA 系统的动力学

模型(2-12)可变化为： 

 
( )

( )
2

2

cos sin 0

cos

M m x mr mr kx

mr x mr I

θθ θθ

θ θ τ

+ + − + =

+ + =

 







 (2-14) 

方程组(2-14)就是平面标准 TORA 系统的动力学模型。相比于方程组(2-13)可以明显

的发现，平面 TORA 系统不受重力因素的影响。 

2.3.1 动力学特征 

式(2-11)所描述的斜面 TORA 动力学方程中 ( )M q 为对称矩阵，且其秩 ( )det M 为：  

 
( ) ( )( ) ( )

( )

22

2 2 2 2

det cos

+ sin 0

M m mr I mr

M m I Mmr m r

θ

θ

= + + −

= + + >

M
 (2-15) 

因此 ( )M q 对于q 中所由有元素是正定对称矩阵。另外，根据式(2-12)中 ( )M q 和 ( ),C q q

的表达式可求得： 

 ( ) ( ) 0 sin
2

si
,

n 0
mr

mr
θθ

θθ
 

− =  − 
M q C q q







  (2-16) 

易知 ( ) ( ),2−M q C q q

 是斜对称矩阵，并且由此得到以下重要特征： 

 ( ) ( )( )T 2 , 0− = ∀M q C q qp p p

  (2-17) 

该特征将在式(2-21)中证明斜面 TORA 系统的无源性 [77]。 

由式(2-7)可得到斜面 TORA 系统的总势能 P 与离心力矩阵 ( )G q 间的关系为： 
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 ( ) ( )
( )

cos sin
cos sin

kx M m g
mgr

P γ β
γ θ β

+ + 
 +

∂
= =
∂ 

G q
q

 (2-18) 

斜面 TORA 系统的总能量 E ： 

 ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2

+
1 1cos
2 2
1 cos sin sin sin
2

E T P

M m x mr x mr I

kx M m gx mgr

θ θ θ

γ β γ θ β

=

= + + + +

+ + + + +

 

   (2-19) 

式(2-19)可写为矩阵形式： 

 ( )T1
2

E T P P= + = +q M q q   (2-20) 

根据式(2-12)及式(2-17)(2-18)结论，式(2-20)关于时间 t求导得到： 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )

T T T

T T

T T T

T

0.5

0.5,

20 ,.5

E

θτ

= + +

= − − + +

−

+

= =

−= ++

q M q q q M q q q G q

q C q q q G q U M q q q G q

q M q C q q q q U G q q G q

q U



    



    



   









 (2-21) 

对式(2-21)两边取积分： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0
t

t dt E t E Eθ τ = − ≥ −∫   (2-22) 

因此以τ 为输入和θ为输出的系统是无源的 [58]。 

2.3.2 平衡点分析 

一般地，系统平衡点由状态方程 ( ),x f x u= 解得。对于系统开环平衡点，令 0u = ，

即 ( ),0 0x f x= = ，对于系统闭环平衡点，令 ( ), 0x f x u= = 。 

对于理想斜面 TORA 系统动力学模型(2-12)，计算可获得斜面 TORA 系统的闭环平

衡点。令 T T
1 2 3 4[ ] [ ]x x x x x x θ θ= =x 

 且u τ= ，系统动力学模型(2-12)可写成一

般仿射形式： 

 ( ) ( )f g u= +x x x  (2-23) 

其中 

 ( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

2

2 32

2 2

4 4

114 44

0
0 cos

det det
0 0

detdet

x
x b xf

f x g x
f g

x x
mf g xf x

   
       −            = = = =                        

     

M M
x x

MM
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( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 3 4 1 11 22 3 3

2
4 3 3 4 1 11 11 3

2
11 22

sin cos sin + cos cos sin

cos sin cos sin cos sin

f b x x kx m g m b g x x

f b x b x x kx m g m bg x

m M m b mr m mr I

γ β γ β

γ β γ β

= − − +

= − − − − +

= + = = +

 

令仿射系统(2-23)中 0=x 且 0τ = ，由于 ( )det 0>M ，则 2 4 0x x= = 且 2 4 0f f= = ，其

具体表达式： 

 ( ) ( )2
1 11 22 3 3cos sin + cos cos sin 0kx m g m b g x xγ β γ β− − + =  (2-24) 

 ( ) ( )3 1 11 11 3cos cos sin cos sin 0b x kx m g m bg xγ β γ β− − − − + =  (2-25) 

由于参数 k ， 11m ，b， 22m ，g 均为正数，式(2-24)与(2-25)可简化为： 

 ( ) ( )3det cos sin 0bg xγ β+ =M  (2-26) 

由于 ( )det 0>M ，当斜面倾角 0β = 时，式(2-26)中就无法求得旋转小球平衡角度 eθ ，

也就是说， 3x 可为任意角度；当斜面倾角 (0,90 ]β ∈  时， 3x 的平衡点可计算得到： 

 ( )3 +0 π.5ex nθ γ= = −  (2-27) 

于是旋转小球的平衡点可表示为： 

 
( )3

0
π+0.5 0 90ex

n γ

β
θ

β−

∀ == = 
< ≤



 

 (2-28) 

将式(2-26)带入式(2-24)中可得平移小车的平衡位置： 

 ( )
1 cos sine

M m g
x x

k
γ β

+
= = −  (2-29) 

综合考虑式(2-28)与式(2-29)，斜面 TORA 系统的可控平衡点为： 

 ( ) ( )0cos sin , +0.5, π , 0e

M m g
n

k
γ β γ

+
− −
 

=  
 

x  (2-30) 

当 0β = 时，斜面 TORA 系统不受重力因素影响，式(2-30)中可控平衡点相对稳定。

但是当斜面倾角 (0,90 ]β ∈  时，斜面 TORA 系统受重力影响，系统本身为类摆系统，存

在二种平衡点。 
一种是具有高势能的上平衡点： 

 ( ) ( )_up cos sin , 2 +00, π , 0.5e

M m g
n

k
γ β γ

 
=  


+
− −


x  (2-31) 

其中高重力势能大小为 ( )2 2 2 20.5 cos sin + sinM m g mgrγ β β− + 。 

一种是具有低势能的下平衡点： 

 ( ) ( )_ down cos sin , 2 +1.0, π , 05e

M m g
n

k
γ β γ

 
=  


+
− −


x  (2-32) 

其中低重力势能大小为 ( )2 2 2 20.5 cos sin sinM m g mgrγ β β− + − ，式 (2-28)(2-30)(2-31)

(2-32)中 0, 1, 2,n = ± ± 。 
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2.3.3 能控性分析 

为了分析系统平衡点的可控性，其判据为式(2-33)矩阵是否满秩： 

   
2 3C B AB A B A B=  (2-33) 

其中 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2

2 2 2 2

21 23

414 4 4

3 4

43

1 2 4

4

3

3

2

4

0 1 0 0
0 1 0 0

0 0 0 10
0 0

0

0
cos 0

det
00

de

0 0 1
0

t

f x f x f x f x
a a

af x f x f x f x

b x

x x x x

a
x x x x

b

ba

 
 ∂ ∂ ∂ ∂   

  

 
 −        =         

∂ ∂ ∂ ∂  = = 
  
  ∂ ∂ ∂ ∂   

∂ ∂ ∂ ∂  

=


  

e

e

=x

=x

A

M
B

M

x

x

 

由式(2-33)计算C可得到： 

 2 21 2 23 4

41 2 43 4

4 41 2

2 21 2 23 4

43 4

4

0 0

0
0

0

0

0
0

b a b a b
a b a b

b

b a b a b

a b a b
b

+
+

+ 
 
 =

 +




 

C  (2-34) 

其中 

 
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
22

21 23 41

11 11
43 2 4

sin 2 sin cos
det det det

cos sin sin cos
det det det

e e

e e

b g bkm ka a a

m bg b ma b b

θ γ β θ

θ γ β θ

+
= − = − =

= = − =

M M M

M M M

 

计算矩阵C的秩： 

 ( )

2 21 2 23 4

4 41 2 43 4 2 2 2 2

2 21 2 23 4 2 2 2 2

4 41 2 43 4

0 0
0 0

det
0 0
0 0

b a b a b
b a b a b

b a b a b
b a b a b

× ×

× ×

+
′+

= =
′+

+

C 0
C

0 C
 (2-35) 

由式(2-35)知，可通过计算 ( )det 0′ ≠C 得出矩阵C满秩条件： 

 ( )
( )

( )2 2 2
11 22 113

cosdet cos sin cos sin
det

e
e e

b k m m b m bgθ θ θ γ β ′ = × − − +   
C

M
 (2-36) 

以下分别以水平面、上平衡点和下平衡点三种情况分析讨论，分别可得出能控性矩

阵C满秩条件。 
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（1）水平面情况 
当 0β = 即 TORA 系统在水平面时，将式(2-23)中 11m ，b， 22m 参数带入式(2-36)可得： 

 ( )
( ) 2
cosdet

det
emrk θ′ = −

  
C

M
 (2-37) 

其中 m、r、k、 ( )det M 均为正数，因此矩阵 ′C （或C）满秩条件为 cos 0eθ ≠ ，即： 

 ( )0.5 πe nθ = +  (2-38) 

其中 0, 1, 2,n = ± ± 。由式(2-38)可知，旋转小球转角θ收敛到与平移小车振荡方向相平

行的角度时，此时平衡点是不可控的。 
（2）上平衡点情况 

当0 90β< ≤ 且 ( )2 0.5 πe nθ γ= + − 时，即取式(2-31)所示斜面 TORA 系统上平衡点

代入式(2-36)可得： 

 

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2
3

2 2
3

cosdet det sin sin
det

sin det cos sin
det

e
e

mr k M m mrg

mr k M m mrg

θ θ β

γ γ β

 ′ = × − + +   

 = × − + +   

C M
M

M
M

 (2-39) 

因此对于斜面 TORA 系统上平衡点，其可控性条件为： 
 sin 0γ ≠  (2-40) 

 ( ) ( )2 2 2 2 2sin cosM m mrg m r k k MI mI Mmrβ γ + − ≠ + +   (2-41) 

（3）下平衡点情况 

当0 90β< ≤ 且 ( )2 1.5 πe nθ γ= + − 时，即取式(2-32)所示斜面 TORA 系统下平衡点

代入式(2-36)可得： 

 

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2
3

2 2
3

cosdet det sin sin
det

sin det cos sin
det

e
e

mr k M m mrg

mr k M m mrg

θ θ β

γ γ β

−  ′ = × + +   

 = × + +   

C M
M

M
M

 (2-42) 

其中 M、m、r、k、 ( )det M 、 sin β 均为正数。因此对于斜面 TORA 系统下平衡点，其

可控性条件为： 
 πnγ ≠  (2-43) 

其中 0, 1, 2,n = ± ± 。 

根据式(2-32)中θ与γ 的关系，对于对于斜面 TORA 系统下平衡点，可控性条件(2-43)

依然表明旋转小球转角θ收敛到与平移小车振荡方向相平行的角度时，平衡点不可控。 
比较（2）（3）情况下斜面 TORA 系统的不同平衡点的可控性条件，发现式(2-40)与

式(2-43)是一致的。为了满足上平衡点的可控条件式(2-41)，当斜面角度 β 、γ 固定时，

选择合适的物理参数即可实现。 
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根据可控平衡点的能控性分析，平面（或斜面）TORA 系统可控性条件可根据式(2-10)
中下半部分解释：输入转矩τ 通过含 cosθ 的耦合系数间接控制平移小车的加速度项 x。

若令 ( )0.5 πe nθ = + ，旋转小球转角θ可通过简单控制达到 ( )0.5 πn + ，然而此时 cos 0θ = ，

也就意味着由输入转矩间接控制平移小车运动的耦合系数不起作用。即当旋转小球转角

( )0.5 πnθ = + 时，输入转矩τ 对平移小车失控。因此，在周期性轨迹设计过程中，若旋

转小球目标转角设定为平行于小车位移 x方向，当旋转小球最终镇定在目标转角位置时，

TORA 系统的欠驱动控制失效。 

2.3.4 仿真验证 

为了验证式(2-11)动力学及特性的正确性，利用 Matlab/Simulink 建立斜面 TORA 系

统模型。仿真涉及到的物理参数如表 2-1 所示。 
表 2-1  斜面 TORA 系统的物理参数表 

参数 数值 单位 注释 

M  5.2 kg 平移小车质量 

m  0.3 kg 旋转小球质量 

k  1428 N m⁄  弹簧劲度系数 

r  0.0695 m 旋转小球的偏心距 

I  31.503 10−×  kg ∙ m2 旋转小球的转动惯量 

g 9.81 N kg⁄  重力常数 

系统初始状态 0 0 0 0( , , , ) (0,0,0,0)x x θ θ =

 ，控制输入转矩 0τ = ，斜面倾角为 0.25πβ = ，

0.25πγ = 。为了更清晰地证明系统平衡点以及对比有无摩擦因素下的系统动力学特性，

取式(2-11)中干扰力矢量矩阵N 为： 

 
x fx

r fr

N k x

N k θ

= ⋅

= ⋅





 (2-44) 

其中 fxk 、 frk 为摩擦系数分别取 0.5fxk = ， 0.05frk = 。仿真结果如图 2-2 所示，图中左

栏为无摩擦情况；右栏为有摩擦情况。 
由图 2-2 左栏表明，对于斜面无摩擦因素的 TORA 系统，平移小车沿着 x 轴方向振

荡且振荡中心为平衡点 ex 。另外，由于系统总能量守恒，平移小车振幅互补。旋转小球

转角θ曲线则没有明显的规律，其初始状态决定其存在整圈旋转或单圈内局部振荡的现

象。由图 2-2 右栏表明，当考虑 TORA 系统摩擦因素时，平移小车位移关于其平衡点

0.0189ex = − m 做阻尼振荡；同时，旋转小球转角θ 在摩擦作用下摆角逐渐减小最终镇

定在平衡点 2.35eθ = − rad。系统输入转矩 0τ = 表明无摩擦情况下，平移小车绕其平衡点

振荡且旋转小球转角没有明显规律；有摩擦情况下，平移小车与旋转小球均绕其平衡点

阻尼振荡，较长时间后静止在平衡点处。 
数字仿真结果与物理状态相符，虽该仿真不是证明 TORA 系统动力学模型正确性的

充要条件，但在某种程度上可校验先前分析的正确性。 
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20 

 
（a）无摩擦情况 （b）有摩擦情况： 0.5fxk  ， 0.05frk   

图 2-2  TORA 动力学验证仿真： 0 0 0 0( , , , ) (0,0,0,0)x x    ， 0  ， 0.25π  ， 0.25π   

2.4 动态轨迹 

斜面 TORA 系统动态轨迹是指系统自由度跟踪并稳定到状态空间的某一组轨迹，即

极限环动态稳定。本文研究斜面 TORA 系统的动态轨迹跟踪问题，其控制目标不是非周

期性的动态轨迹，而是周期性轨迹的准确跟踪。 

2.4.1 定义 

对于系统 

   0, ,x f x u x t x  0  

在激励  u t 作用下，对于自由度范围内任意目标周期性轨迹向量  tdβ 及允许误差 δ ，

其中  T,x  δ 为有界常数组，系统状态空间       T
,t x t t   x ，系统目标周期性轨

迹       T
,d dt x t t   dβ ，T为时间周期。 

若 0t ，使得 0t t 时     t t dx β δ 成立，则称该运动为动态轨迹跟踪； 

若 0t ，使得 0t t 时     t t dx β δ 成立，且    Tt t d dβ β ，则称该运动为周期

性轨迹跟踪； 

动态轨迹跟踪的实质是系统状态在某时刻后连续地跟踪一组给定轨迹，当该组给定

轨迹具有周期性，则动态轨迹跟踪称为周期性轨迹跟踪。在斜面 TORA 系统中，输入转

矩 对于旋转小球转角是直接驱动，使得旋转小球完成周期性轨迹跟踪显然可行；对

于平移小车位移 x是欠驱动，使得平移小车完成周期性轨迹跟踪这一控制目标充满挑战。 
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2.4.2 周期性轨迹与平衡点关系 

TORA 系统周期性轨迹跟踪与平衡点镇定控制属于欠驱动系统稳定问题的两个方

面，平衡点镇定控制着重于系统各自由度从非平衡点处渐近稳定在系统平衡点处，其中

系统平衡点由系统初始条件以及所处环境决定。然而系统的周期性轨迹跟踪控制则着重

于系统各自由度由起始点渐近跟踪到给定的动态轨迹；在系统固有频率前提下，动态轨

迹具有周期性。 
特别地，当目标周期性轨迹 

 ( ) ( ) ( ) [ ]T T, , const.d d et x t t xθ = = dβ  

TORA系统的周期性轨迹跟踪控制问题蜕化为平衡点镇定控制问题；其中， ex 表示TORA

系统中平移小车的平衡位置， const.表示常数。一般地，平衡点控制问题是周期性轨迹

控制问题的一种特殊情况。 

2.4.3 周期性轨迹形式 

根据目标周期性轨迹 ( )tdβ 中的跟踪系统自由度维数的不同，TORA 系统周期性轨

迹设计为两种形式：（1）二维周期性轨迹；（2）一维周期性轨迹。 
二维周期性轨迹是指 TORA 系统中同时实现平移小车和旋转小球周期性振荡的周

期性轨迹，即 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
, +T , +Td d d dt x t t x t tθ θ   = =   dβ  

斜面 TORA 系统目标周期性轨迹上的目标点 ( ),d dx θ 是平移小车和旋转小球仅在某些周

期性时刻才能达到的位置；若直接设计系统自由度的周期性轨迹的目标点 ( ),d dx θ ，目

标点的周期性稳定达到即确定了目标周期性轨迹 ( )tdβ 的动态追踪，间接设计了目标周

期性轨迹 ( )tdβ 。 

一维周期性轨迹是指 TORA 系统中平移小车周期性运动、旋转小球保持定值的周期

性轨迹，即 

 ( ) ( ) ( ) ( )T T
, +T , πd d dt x nt x tθ α= =   +   dβ  

本文所提的一维周期性轨迹跟踪基于系统动态运动过程中，仅关注平移小车的目标周期

性轨迹 ( )dx t 是否跟踪，希望旋转小球静止在目标角度 ( )πn α+ 的情况。由于旋转小球达

到目标角度时与平移小车相对静止，具有与平移小车相同的周期性。记 Ax 表示平移小车

周期性轨迹 ( )dx t 的振幅，α 表示旋转小球平衡点的幅角，则一维周期性轨迹跟踪控制

中给定的目标点可表示为 ( ),Ax α 。 

（1）二维周期性轨迹跟踪 

对一般斜面情况下的 TORA 系统，若给定目标点 ( ),d dx θ ，其二维周期性轨迹跟踪

控制的动态过程如图 2-3 所示。 
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状态 1

M

τk x
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z方向

g方向
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dxd-x
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z方向

g方向

dxd-x

M

O τ
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k x

y

z方向

g方向

dxd-x

状态 2

状态 3状态 4

dθ

dθ

dθ

M

τk x

y

O

z方向

g方向

m
dxd-x

dθ

 
图 2-3  二维周期性轨迹跟踪动态过程图 

图 2-3 状态 1 所示 TORA 系统处于初始状态，且给定平移小车与旋转小球的目标点

分别为 dx 与 dθ ，在输入转矩τ 作用下，系统逐渐达到状态 2，此时平移小车与旋转小球

同时达到各自的目标点；输入转矩τ 反向作用旋转小球，同时平移小车运动轨迹反向，

系统逐渐经过状态 3，达到状态 4。下一时刻，平移小车与旋转小球周期地按状态 2-状
态 3-状态 4-状态 2 循环运动。由于目标点可确定目标周期性轨迹，若确定目标周期性轨

迹的唯一性，即确定系统二维实现目标周期性轨迹跟踪控制。 
易知所述的二维周期性轨迹跟踪即实现 TORA 系统中平移小车和旋转小球的目标

周期性轨迹跟踪，具体表现为平移小车位移 x可周期性地达到目标周期性轨迹的振幅点，

旋转小球转角θ可周期性地达到目标周期性轨迹 ( )d tθ 。 

（2）一维周期性轨迹跟踪 

对于 TORA 系统的一维周期性轨迹跟踪控制，若给定目标点 ( ),Ax α ，其一维周期性

轨迹跟踪的动态过程如图 2-4 所示。 
图 2-4 状态 1 所示 TORA 系统处于初始状态，且给定平移小车目标周期性轨迹振幅

Ax 与旋转小球的目标幅角α ，在输入转矩τ 作用下，达到状态 2，此时由于 x 轴向冲量

守恒，平移小车位移 x 沿负方向运动；随着旋转小球转角θ越过 π位置，系统达到状态

3，平移小车位移 x 在正冲量作用下沿正方向运动，加大了平移小车跟踪目标周期性轨

迹的速度；经过若干次状态 2-状态 3 后，系统达到状态 4，此时平移小车与旋转小球均

达到各自目标周期性轨迹，旋转小球在输入转矩作用下保持相对静止，与平移小车同周

期运动；最终系统在状态 5-状态 6-状态 4 间循环运动。由于平移小车跟踪到振幅的为 dx

动态轨迹，旋转小球最终稳定在相对于平移小车静止的某一角度 dθ ，因旋转小球与平移
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小车最终相对静止，旋转小球的动态轨迹与平移小车动态轨迹同周期。 
易知所述的一维周期性轨迹跟踪即实现 TORA 系统中平移小车的目标周期性轨迹

跟踪，具体表现为平移小车位移 x 可渐近跟踪目标周期性轨迹 ( )dx t ，旋转小球转角θ镇

定在目标角度 ( )πn α+ 。 

由定义知，TORA 系统中一维周期性轨迹跟踪误差变化有界，定义最大跟踪误差为： 

 ( )
[ ]

( ) ( )
0,

sup  max
it t

t t t
∈

= − de x β  (2-45) 

则其界则为 ( )sup te ，分别记做 ( )sup xe t 与 ( )sup e tθ 。易知系统自由度θ和 x 分别受

输入转矩τ 的直接和间接驱动作用，动态轨迹误差收敛到允许范围存在时间差。另外，

不同自由度由初始状态进入目标周期性轨迹时，还存在初相角ϕ。 

状态 1

M

τk x

y

O

z方向

g方向

m
AxA-x

M

τk x

y

O

z方向

g方向

m
AxA-x

状态 4状态 3

M

τk x

y

O

z方向

g方向

m
AxA-x

状态 6

M

O τ

m

k x

y

z方向

g方向

AxA-x

M

τk x

y

O

z方向

g方向

m
AxA-x

状态 5

M

τ

m

k x

y

O

z方向

g方向

AxA-x

状态 2

αα

αα

αα

 
图 2-4  一维周期性轨迹跟踪动态过程图 

考虑到欠驱动 TORA 系统在旋转小球自由度缺失时，即 0θ θ= =  ， 0τ = ，蜕化为
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弹簧-振子系统，对弹簧-振子系统在 x 轴向上由牛顿第二定律显然有： 

 ( ) ( )cos sin xkx M m g N M m xγ β− − + − = +  (2-46) 

化简式(2-46)得到： 

 cos sin ++ 0xkx x
M m M m

Ng γ β+ =
+ +

  (2-47) 

其对应的特征方程根为 ( )1,2r j k M m= ± + 。 

式(2-47)方程通解为： 

 ( ) ( )1 2sin cos sinx t C t C t C tω ω ω ϕ= + = +  (2-48) 

其中 ( )k M mω = + ， 1C ， 2C ，C 为常数，ϕ为初相角。另外，式(2-49)确定弹簧-振

子系统振动时的周期性，并体现在 TORA 系统的平移小车动态轨迹上。 

 ( )2T 2π π
M m

kω
+

= =  (2-49) 

由式(2-49)可知，TORA 系统的斜面情况并不影响其固有周期，系统周期性仅与平

移小车质量、旋转小球质量与弹簧的劲度系数有关。 

设定平移小车位移 x 的目标周期性轨迹 ( )dx t 以正弦形式表示如下： 

 ( ) 0
2πs n
T

+ id Ax t x x t ϕ = + 
 

 (2-50) 

其中 ( )0dAx x x= − ， dx 表示目标周期性轨迹的目标点， 0x 表示目标周期性轨迹的初始点。

当 0 0x = 时， dAx x= 。 

旋转小球转角的目标角度 dθ 可表示如下： 

 πd nθ α= +  (2-51) 

其中α 表示目标角度的幅角， ( ), π0α ∈ 且 0, 1, 2,n = ± ± 。 

式(2-51)所述旋转小球动态轨迹也具有周期性，此处不明显表现。考虑到旋转小球

转角θ 为一个相对概念，相对于平移小车，旋转小球达到目标周期性轨迹后相对静止，

旋转小球动态的周期性与平移小车一致。式(2-50)(2-51)确定 TORA 系统一维周期性轨迹。 

2.5 本章小结 

本章首先采用拉格朗日分析力学的方法建立斜面 TORA 系统的动力学模型，分析系

统的无源性、系统的可控平衡点以及平衡点的能控性。并在 Matlab/Simulink 环境下建立

系统的数值仿真模型以零输入-零状态验证斜面 TORA 系统动力学及其特性。另外，与

系统的可控平衡点相比，分析系统的周期性轨迹的差异，并提出两种不同形式的周期性

轨迹，为下文分别基于不同控制策略下实现所提不同周期性轨迹的控制目标奠定基础。
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第三章 基于虚约束法的 TORA 系统周期性轨迹跟踪 

斜面 TORA 系统动力学中，针对同时实现平移小车和旋转小球周期性振荡的周期性

轨迹，本章采用构造系统自由度间虚拟约束的方法，设计可实现 TORA 系统二维周期性

轨迹跟踪的控制策略，该策略的基础是虚约束的概念。 

3.1 虚约束概念 

研究 TORA 系统的动态轨迹跟踪问题前，首先了解虚拟约束方法的基本概念。虚约

束的概念由机械领域两个不同范畴引入：（1）机械系统的机构研究；（2）机械系统的控

制研究。因此虚约束也就有了不同的概念。 

3.1.1 机械机构的虚约束 

在机械系统的机构中，往往存在某些运动副带入的约束对机构的运动不产生实际约

束效果的重复约束，这种约束称之为虚约束。机械机构中的虚约束是为满足实际需要或

改善机械受力状况而常采用的一种工程措施。例如，在机械机构运动过程中，若两构件

上某两点之间的距离始终保持不变，则若以双转动副杆将此两点连接，将给机构引入一

个虚约束。然而，在计算机构自由度时并不将构成虚约束的机械构件及相关运动副考虑

在内，因此机构的虚约束通常指冗余的约束。 

3.1.2 控制构造的虚约束 

研究机械系统控制而人为构造虚约束与机械机构中的虚约束的概念完全不同，控制

构造的虚约束强调约束的虚拟性，即物理上并不存在的约束，与实际中存在的约束相对

应。典型的虚约束如图 3-1 所示。 

m2

l1

l2

2θ

1θl1

l2

2θ

1θ

 
图 3-1  控制构造的虚约束 

图 3-1 左图所示为一个两连杆机械臂，其广义坐标 ( ) ( )1 2 1 2, ,q q θ θ= 。通过控制使质

心 2m 仅在图 3-1 右图中所示的铅垂线上运动，如同机构中实际存在一个直线副约束一
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样。然而，实际机构中并不存在该直线副，仅通过控制实现出类直线副作用时的运动效

果。此时机构形成的约束关系： 

 ( ) ( )1 1 2 1 2sin sin 0l q l q qξ = + + =  (3-1) 

式(3-1)的约束将系统运动轨迹限定在一定范围内。 

3.1.3 虚约束一般形式 

对于一般情况下，假设虚约束为： 

 ( )1 2q qϕ=  (3-2) 

那么斜面 TORA 系统达到周期性轨迹目标点 ( ),0, ,0d dx θ 时应满足 ( )1 2d dq qϕ= 。另外，

当目标周期性轨迹躲避障碍点时，需要在运动过程中经过某些标记点： 

 ( ) ( ) ( )11 21 12 22 1 2,0, ,0 ,0, ,0 ,0, ,0k kq q q q q q  

此时 TORA 系统的周期性轨迹将会增加 k 个条件，则有 1k + 个约束。选择多项式插值方

法获得符合 k 个条件的虚约束，显然至少需要 k 次多项式： 

 ( ) 1 1 1 0
1 2 2 2 2

k k k kq q a q a q a q aϕ − −= = + + +  (3-3) 

将标记点带入式(3-3)有： 

 

1
12 2

1 1
1121 21

1 0
12 2

1
1
1
1

k k k
dd d

k k k

k k
kk k

qq q a
qq q a

qq q a

−

− −

−

     
     
     =
     
     
     






   



 (3-4) 

解出式(3-3)中多项式系数： 

 

-11
12 2

11
1121 21

10
12 2

1
1
1
1

k kk
dd d

k kk

k k
kk k

qq qa
qq qa

qq qa

−

−−

−

    
    
    =
    
    
      






  



 (3-5) 

式(3-5)来得出的多项式系数满足 k 个条件的虚约束。 

3.2 虚约束控制设计 

根据斜面 TORA 系统的平衡点方程(2-30)，上平衡点是不稳定点，不予讨论。本文

将下平衡点为基准，以实现任意空间中目标点的可达性问题。为了做到这一点，我们确

定所需点的形式 ( ) ( )1 1 2 2 1 2, , , ,0, ,0d dq q q q q q=  。由于周期性轨迹的简单性和稳定性，将设

计周期性轨迹实现上述目的。斜面 TORA 系统基于虚约束的方法的目的是产生通过目标

点的周期性轨迹。 

3.2.1 虚约束的设计 

斜面 TORA 系统的平移小车和旋转小球的动态轨迹可以由以下两个函数表示： 
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( )
( )

1 1

2 2

q t

q t

ϕ

ϕ

=

=
 (3-6) 

在完全驱动机械系统中，上面的轨迹可通过坐标和控制输入的解耦来跟踪。然而，

因为控制输入比自由变量少，对于欠驱动 TORA 系统的方法此方法失效。消除时间 t，
选择一个坐标 2q 作为参数，式(3-6)所示的两动态轨迹可以转化为： 

 ( )1 2q qϕ=   (3-7) 

式(3-7)不能完全定义平移小车和旋转小球的动态轨迹。所缺的方程可以是一个时间

显函数或时间隐函数，如： 

 ( )2 2 2, 0q qϕ =  (3-8) 

式(3-8)(3-7)联立与(3-6)的两个时间函数等效。函数(3-7)可以被看作是几何约束。通过控

制所施加在 TORA 系统上的输入转矩τ ，TORA 系统就变成了一维斜面的动态系统。另

外，如果时间函数(3-8)与 TORA 系统动力学兼容，那么相应动态轨迹能够进行跟踪。由

于该约束物理上是不存在的，它被称为虚约束。 
为了找出可控平衡点和动态轨迹目标点之间最简单的虚约束，即下平衡点和周期轨

迹的目标点，它涉及到由两点确定一条直线的形式，其可表示为： 
 1 1 2 2 3 0a q a q a+ + =  (3-9) 

其中 1 0a ≠ 或 2 0a ≠ 。对于给定的平衡点 ( ),e ex θ 和目标点 ( ),d dx θ ，不失一般性地可将线

性虚约束(3-9)改写为： 
 1 2q aq c= +  (3-10) 

其中 

 d e

d e

x xa
θ θ

−
=

−
 (3-11) 

 e d d e

d e

x xc θ θ
θ θ

−
=

−
 (3-12) 

控制跟踪 TORA 系统的周期性轨迹时，其轨迹必经过系统的可控平衡点： 

 ( ) ( )cos sin , 0.50, π 0,e M m g k nγ β γ− + ± −=   x  

与动态轨迹目标点： 

 [ ]0, ,, 0d d dx θ=x  

由以上条件带入式(3-10)可得： 

 
( ) ( )cos sin +0.5 π

d d

M m g k a n c

x a c

γ β γ

θ

− + = − +  
= +

 (3-13) 

计算可得式(3-10)中多项式系数的约束条件： 

 ( )
( )

cos si
0 π

n
+ .5

d

d

x M m g k
a

n
γ β

θ γ
+ +

=
− +
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 ( )
( )

cos sin
0.5 π+

d
d d

d

x M m g k
c x

n
γ β

θ
θ γ

+ +
= −

− +

 3.2.2 周期性轨迹设计 

通过忽略干扰力矩阵N ，联立斜面 TORA 系统的动力学(2-12)和所述虚约束(3-10)，
斜面 TORA 系统的零动态方程 [75]可以计算为： 

 ( ) ( ) ( )2
2 2 2 2 2 0q q q q qη σ ω+ + =   (3-14) 

其中 

 
( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2

cos

sin

cos sin

q a M m mr q

q mr q

q k aq c M m g

η

σ

ω γ β

= + +

= −

= + + +

 (3-15) 

由式(3-14)明显地看到，在虚约束的作用下，斜面 TORA 系统变成为一个一维动态

系统，该一维动态系统由二阶微分方程描述。因此，对应于每初始状态 ( )0 0,q q ，始终存

在一种确定的积分曲线，该积分曲线可由 ( )2 2 0 0, , ,q q q qψ   表示。如果初始状态 ( )0 0,q q 被

选择作为目标状态 ( ),d dq q ，该一维动态系统的积分曲线即是目标周期性轨迹。 

在零动态方程(3-14)中，不同的初始状态对应于不同的积分曲线。为了保证周期性

轨迹的唯一性，需要确定描述曲线的参数。设 ( ) 2
22Y q q=  ，式(3-14)可以化简为： 

 0 2 0 2
2

( ) ( ) 0dY q Y q
dq

σ ω+ + =  (3-16) 

其中 

 
( )
( )

2
0

2

2
q
q

σ
σ

η
=  (3-17) 

 
( )
( )

2
0

2

2
q
q

ω
ω

η
= −  (3-18) 

通过引入积分因子 

 
2

0
0

( )
q

q
x dx

I e
σ∫=  (3-19) 

旋转小球周期性轨迹 ( )2Y q 的表达式可解： 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2

2 2 0 2 2 02 2
2 2

2 2 2 2 2 22 2
2 2

2 2

a M m q
Y q q q q q q

q q
ak q q q q q q
q q

η
ω ω

η η

σ σ ω σ ω σ
η η

+
= − − + +  

+ − + −      



 

 (3-20) 

因此，周期性轨迹跟踪误差 ( )2 2 0 0, , ,q q q qψ   可表示为： 

 ( ) ( )2
2 2 0 0 2 2, , ,q q q q q Y qψ = −    (3-21) 

虚约束(3-10)和旋转小球周期性轨迹(3-20)确定所产生的周期性轨迹，如图 3-2 所示。

式(3-20)所描述的积分曲线是虚约束(3-10)成立时 TORA 系统自然运动轨迹，包含了从不
28 



第三章 基于虚约束法的 TORA 系统周期性轨迹跟踪 

同初始状态所形成的曲线，然而所需要的是其中经过目标点的那一条。易知，过目标点

的周期性轨迹有 ( )2
2 2q Y q= ，而过目标点的周期性轨迹上部有 ( )2

2 2q Y q> ，其下部有

( )2
2 2q Y q< ，显然可以利用这个关系来确定目标周期性轨迹。 

( )2
2 2q Y q> ( )2

2 2q Y q=

( )2
2 2q Y q<

2
2q

0 2q
 

 
图 3-2  目标周期性轨迹描述函数 [78] 

为了确保该斜面 TORA 系统收敛于目标周期性轨迹，轨迹跟踪控制问题可以转换为

输出稳定性问题。虚约束方程(3-10)可以表示为： 

 ( )2 1q qρ ϕ= −  (3-22) 

式(3-21)(3-22)的稳定性将在基于串级控制方法得以保证。虚约束视为闭环系统的内

环，而动态轨迹被作为外环。以下分别实现内环虚约束的镇定控制与外环轨迹方程的镇

定控制。 

3.2.3 虚约束的镇定控制设计 

对于斜面 TORA 系统，矩阵形式(2-12)可改写为： 

 11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

0m q m q h
m q m q h τ

+ + =
+ + =

 

 

 (3-23) 

其中 

 
( )

( )

2
1 2 2

2 2

sin cos sin

cos sin

h mr q q kx M m g

h mgr q

γ β

γ β

= − + + +

= +



 (3-24) 

1q和 2q 可以计算为： 

 

12 22 1 12 2
1 1 1

11 22 12 21

11 21 1 11 2
2 2 2

11 22 12 21

m m h m hq g f
m m m m

m m h m hq g f
m m m m

τ τ

τ τ

− − +
= +

−
+ −

= +
−







 (3-25) 

联立所选择的式(3-10)和式(3-22)，等式两侧取微分，虚约束的跟踪误差可以表示为： 

 
2 1

2 1

2 1

aq b q
aq q
aq q

ρ
ρ
ρ

= + −
 = −
 = −

  

  

 (3-26) 

为了构建在(3-26)的每个函数之间的关系，设计和引入虚拟控制输入ν ： 
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 2 2 1 1 1 2af ag f g k kν τ τ ρ ρ= + − − + +  (3-27) 

其中 1k 和 2k 是待定的正常数。联立斜面 TORA 系统(3-25)和式(3-27)，所述内环子系统可

以写成： 

 1 2k kρ ρ ρ ν+ + =   (3-28) 

根据拉普拉斯变换，内环子系统的传递函数可写为： 

 2
1 2

( ) 1( )
( )
sG s
s s k s k

ρ
ν

= =
+ +

 (3-29) 

因此，通过选择适当的参数 1k 和 2k 时，该子系统的输入和输出可实现镇定。 

3.2.4 周期性轨迹镇定控制设计 

对于虚约束(3-10)，假定达到目标点时动态轨迹上旋转小球角速率状态为 0，这时

0 0Y = ，周期性轨迹跟踪误差(3-21)可以写为： 

 ( ) ( )2

0

2 1
2 2 0 0 2 0, , ,

q

q
q q q q q I I x dxψ ω−= − ∫    (3-30) 

选择一个简单的控制 Lyapunov 函数（Control Lyapunov Function，CLF）： 

 21
2

V ψ=  (3-31) 

通过式(3-31)中所述的 CLF 对时间求导，可以得到： 

 ( )( )2 2 2 002V q q Y qψ ωσ+ −=    (3-32) 

结合式(2-12)(3-22)， 2q 可表示为： 

 ( ) ( )
( )

2
11 2 2 2

2
2

m k q q q
q

q
ρ ρ σ ω

η
+ − −

=
 

  (3-33) 

结合方程(3-32)(3-33)，V可表示为： 

 
( ) ( )( )2

11 2
2

2qV q
q

m kψ ρ ρ σ ψ
η

= + −




  (3-34) 

构造虚拟输入ν ： 

 

2
3

11

sgn qk k

m

ψ σψ ρ
η

ν

 
− + 

 =
−



 (3-35) 

其中 3k 是正常数且 ( )sign ⋅ 是符号函数，我们有V： 

 ( )2 2
3 11 1 2

2 sgnq qV k m k kψψ ρ ρ
η η

  
= − − +  

  

 



  (3-36) 

当 0ρ → ， 0ρ → 时， 

 2 2
32 sgn 0q qV k ψ ψ
η η

 
→ − ≤ 

 

 

  

因此，由 Lyapunov 的第二稳定定理，周期性轨迹跟踪误差收敛可以实现对系统的控制。 
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最终，联立方程(3-27)(3-35)，物理控制输入转矩τ 可以表达为： 

 1 2 2 1

2 1 2 1

k k af f
ag g ag g

ν ρ ρτ + + −
=

−
−

−
−



 (3-37) 

整个控制系统的结构图如图 3-3 所示。从结构图中易知，由给定的目标点和平衡点

确定虚约束条件，利用状态反馈实现虚约束跟踪误差 ρ 的镇定。由虚约束和 TORA 系统

动力学联立的零动态方程，经过积分可确定经过目标点的周期性轨迹Y ，输入控制

Lyapunov 函数得出虚拟输入ν ，经过控制输入的虚实变换，得出实际输入转矩τ 作用于

TORA 系统，通过选择合适的控制参数将周期性轨迹跟踪误差ψ 镇定。 

TORA系统

动力学
(3-23)

虚实变换
(3-37) qqqν τ

控制
Lyapunov

函数
(3-35)

目标点

平衡点

周期性轨迹Y   

ρ

ψ

+−

1
s

1
s虚

约
束

1

 
图 3-3  基于虚约束法的 TORA 系统周期性轨迹跟踪控制结构图 

3.3 仿真验证 

为检验本章所提出的基于虚约束方法的周期性轨迹跟踪控制策略的有效性，在

Matlab/Simulink 平台上进行仿真实验。仿真的参数如表 2-1 所示。为了更好的说明斜面

TORA 系统的普适性，本次仿真选取三种斜面情况分别进行仿真和结果分析。 
对于斜面 TORA 系统，首先选择位于一般斜面且倾斜放置的 TORA 系统情况进行

分析，即 π 3β = ， 1.29πγ = ，此时斜面倾角以及倾斜方向角度都具有一般性。仿真控

制参数： 1 65k = ， 2 2k = ， 3 0.6k = 。控制的目标点为： ( ) ( ), , , 0.04,0,0.5π,0d dx x θ θ = 。

由式(2-29)联立可解出此斜面 TORA 系统的平衡点为： ( ) ( ), , , 0.02,0,0.21π,0e ex x θ θ = 。

对于平衡点和目标点，虚约束(3-10)可具体表达为： 

 
2 4+

29π 725
x θ=  (3-38) 

为了确保一般性，将 TORA 系统初始条件选择为： ( ) ( )0 0, , , 0.02,0,0.2π,0x x θ θ = 。仿真

结果如图 3-4 所示。 
从图 3-4 的仿真结果可以看到，斜面 TORA 系统达到所需的周期性振荡状态需要大

约 22s。斜面 TORA 系统在从初始点开始振荡，平移小车位置 x 和旋转小球转角 θ的摆

动幅值随着控制输入转矩τ 增加而逐渐增大。平移小车位置 x 和旋转小球转角 θ在起振

在后大约 20s 后接近目标点后，控制输入转矩τ 的振幅基本保持稳定，其范围约为

[ 0.6,0.6]− N m⋅ 。另外，平移小车与旋转小球图像稳定时均以初始点为振荡中心，分别

以 ( )0dx x− 与 ( )0dθ θ− 为振幅，虽因式(3-21)所确定的周期性轨迹过于复杂，但易知各自
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由度轨迹函数是类正弦。如图 3-4 右下所示，由旋转小球转矩 θ 时域非对称导致旋转小

球在 xyz 平面上的轨迹是非对称的周期运动。 

 

图 3-4  斜面 TORA 系统仿真： π 3  ， 1.29π   

 
图 3-5  斜面 TORA 系统仿真： π 2  ， 0.41π   

另选择位于垂直面但倾斜放置的 TORA 系统情况进行分析，即 π 2  ， 0.41π  。

仿真控制参数选取如下： 1 120k  ， 2 0.717k  ， 3 1.5k  。控制的目标点为：

   , , , 0.01,0,0.5π,0d dx x    。由(2-29)联立可解出此斜面下 TORA 系统的平衡点为：

   , , , 0.01,0,0.09π,0e ex x     。对于平衡点和目标点，虚约束(3-10)可具体表达为： 
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2 59

41π 4100
x    (3-39) 

TORA 系统的初始条件选择为：   0 0, , , 0.01,0,0.1π,0x x     。基于以上条件，仿真结

果如图 3-5 所示。 

根据图 3-5 可以看出此情况下的倾斜 TORA 系统振荡大约 8s 后稳定在目标点轨迹

上，比 π 3  ， 1.29π  的情况下系统镇定速度快。也就是说此情况下 TORA 系统振

荡的收敛速度与斜面坡度和系统的放置倾斜角度都有关。控制输入转矩 为维持目标点

可达所示转矩幅值变大，并最终达到周期性稳定性。如图 3-5 右下所示，虽然斜面的倾

角被改变，但是 TORA 系统仍然在一个倾斜面，旋转小球的轨迹保持高度不对称。 

 
图 3-6  平面 TORA 系统仿真： 0  ， 0   

最后，选择位于水平面且水平放置的 TORA 系统况进行分析，即 0  ， 0  ，此

时 TORA 系统位于水平面上。仿真控制参数选取如下： 1 45k  ， 2 2k  ， 3 1.2k  。控制

的目标点为：    , , , 0.02,0,0.5π,0d dx x    ；初始条件为：    , , , 0,0,0.01π,0e ex x    。

由(2-29)联立可解出此斜面情况下 TORA 系统的平衡点为：    0 0, , , 0,0,0,0x x    。对

于平衡点和目标点，虚约束方程(3-10)可具体表达为： 

 
0.04

π
x   (3-40) 

基于以上条件，仿真结果如图 3-6 所示。从仿真结果可以看出，该系统大约 12s 后

实现目标轨迹点镇定，这要比 π 2  ， 0.41π  的情况下镇定速度较慢。在此特殊的

情况下，系统的振荡将不会受到重力 g 的影响，且旋转小球的最终运动轨迹对称。 

另外，虽然式(3-21)所确定的周期性轨迹表示过于复杂，但由以上三种情况下的仿
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真结果易确定平移小车和旋转小球的目标周期性轨迹。动态轨迹目标点在虚约束方法下

可确定唯一过该点的周期性轨迹，故系统各自由度实现目标点可达即实现对应周期性轨

迹的跟踪控制。 
仿真结果证实，本章所提出的基于虚约束方法的控制设计，在斜面 TORA 系统中可

成功跟踪通过目标点的运动轨迹。 

3.4 本章小结 

本章研究了斜面欠驱动 TORA 系统动态轨迹目标点的可达性问题。所设计的基于轨

迹生成方案的虚约束，可以产生通过在状态空间中任意目标点的周期性轨迹。所提出的

级联控制方法，可解决结合虚约束和周期性轨迹所转换后的动态系统的轨迹跟踪控制器

的镇定问题，其中虚约束和周期轨迹分别被视为所述闭环系统的内环和外环。仿真结果

表明，所提出的控制设计可以使 TORA 系统镇定，生成可顺利通过目标点的轨迹。而对

于斜面 TORA 系统，在驱动的旋转小球周期轨迹将是不对称的，对于平面 TORA 系统，

旋转小球的周期性轨迹则是对称的，这种非对称性与重力有关。本章所提出的方法也可

应用到其他欠驱动系统中，来实现复杂的控制设计以及扩展其应用。 
本章给出了基于虚约束的周期性轨迹规划方法，虽然该方法控制有效且具有一定灵

活性，但存在一个明显的缺点，即控制设计过程异常复杂；也就是针对给定目标点，所

规划出的轨迹是确定的，如果想对其附加一些约束，比如要求动态轨迹稳定时旋转小球

转角镇定在某固定角度，基于虚约束的方法是无能为力的。下一章所述的基于系统能量

的控制方法正是为简化控制设计环节而提出的。 
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虚拟约束的方法运用到 TORA 系统，同时实现了平移小车和旋转小球周期性振荡的

周期性轨迹的目标周期性轨迹的跟踪控制，但该周期性轨迹控制设计过程相对复杂。本

章针对平移小车周期性运动、旋转小球保持定值的周期性轨迹，采用了基于系统能量守

恒与分配的方法，实现了 TORA 系统中平移小车的周期性轨迹跟踪。 

4.1 保守系统 

系统总能量是描述欠驱动系统的物理量之一，常用于分析系统的功能转换关系。对

于保守系统，其总能量是守恒的，无论系统跟踪何种运动轨迹，其机械能在各个时刻总

是保持恒定的（例如钟摆系统），如果不考虑系统摩擦的影响，那么系统能量守恒并且

以一定的周期运动。实际上，不仅仅是重力势能，各种类型的保守系统都存在类似的性

质。下面首先通过一个例子来说明保守系统中的周期运动。 

4.1.1 保守系统运动的周期性 

重力、弹力、电场力等是常见的保守力。重力场中的保守系统如前述的钟摆系统，

由弹力构成的保守系统经典的如弹簧-振子系统，电场中的保守系统如点电荷系统。其

中，点电荷系统是一种类钟摆系统，如图 4-1 所示。 

L

L

e2

e1

F

2θ

1 2
2

0

1 1
2π 1 2cos2
e eF

Le θ
=

+

 
图 4-1  点电荷系统 

在图 4-1 所示的水平面上，点电荷 2e 置于同极点电荷 1e 所构造的辐射状电场中，两

电荷由轻质绳索连接。在电场力的作用下，绳索自然张紧，受力分析后建立点电荷系统

动力学模型： 

 ( )21 2
2 2

0 2

sin 21
2π 2 1 cos
e eJ

L
θ

θ
e θ

= −
+

  (4-1) 

2θ 微小摆动情况下，近似有 ( )2 2sin 2 2θ θ≈ ， 2cos 1θ ≈ ，则式(4-1)变为： 

 
1 2

2 22
0

2

1
2π 8
e eJ

L
k

θ θ

θ

= −

= −



 (4-2) 
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因此小幅摆动情况下， 2θ 的运动轨迹为： 

 ( ) ( )2 1 2sin cosC k J t C k J tθ = +  (4-3) 

当大幅摆动时，虽然 2θ 的运动轨迹无法用上式表示，但在一定范围内仍然是周期性

的，这与钟摆系统相一致。从以上两个例子可以看出，保守系统中自然存在着周期运动。

而对于非保守系统，若非保守力不做功，则系统等价于保守系统，因此可以通过分析此

时系统的性质来产生满足系统特性的周期性轨迹。 

4.1.2 保守系统的能量守恒 

非保守系统的所有外力都不作功，那么该系统可视为保守系统。对于欠驱动 TORA
系统，当视其为保守系统时，式(2-21)所示的无源性应满足： 

 
1

0
m

i i
i

dE q
dt

τ
=

= ≡∑   (4-4) 

保守系统满足式(4-4)，分为以下三种情况讨论。 
（1）系统所有输入 0iτ =  

无驱动输入时系统闭环动力学模型(2-12)可表示为： 

 ( ) ( ) ( ),+ + =M q q C q q q G q 0    (4-5) 

此时 TORA 系统静止在平衡点或自由运动。自由运动的轨迹虽然满足系统动力学特性，

但其自由度并不受控，很难确保其轨迹跟踪目标点，故避免此情况。 
（2）系统所有受驱动的广义速度 0iq =  

系统所有受驱动的广义速度 0iq = 时，其受驱动的广义自由度应满足： 

 1 1 2 2d d m mdq q q q q q= = =  (4-6) 

此时系统零动态方程 

 ( ) ( )2
1 1 0, ,n md n n mdn nn d dm q q q q qq qqσ ω+ + = 
   (4-7) 

该情况下保证系统各自由度为目标点，通过控制驱动输入，确保广义速度、广义加速度

均为零。由于广义速度为零，存在的驱动输入不做功。另外，无论系统自由度目标点是

多少，式(4-7)都可满足，因此，该情况可能得到同时满足式(4-6)(4-7)两个条件的轨迹。 
（3）系统所有输入与所有广义速度乘积 0i iqτ =  

一般地，系统所有输入与所有广义速度乘积 0i iqτ = 更为常见。理论上该情形是可以

实现系统整体上的能量守恒，其内部的关系有不确定性，这不利于得到一个确定的周期

性轨迹。但实际上，只需一个控制输入即可保证式(3-6)成立，对于 TORA 系统而言没有

其他控制输入，系统中不存在未知变量，因此更容易确定积分轨迹。 
对于保守系统，系统机械总能量是最合适的控制变量。由于保守系统各自由度在运

动过程中总能量守恒，因此每个自由度对应的动态轨迹都具有不同的恒定能量，通过控

制使得系统总能量达到目标能量值，且若各自由度符合约束条件，那么系统就会沿着该

能量值代表的周期性轨迹运动。 
TORA 系统中，通过计算得到目标能量值，给定目标周期性轨迹目标点，其控制策
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略的 n 个条件可写为： 

 

1 1d

m md

d

q q

q q
E E

=


 =
 =



 (4-8) 

当上式中 n 个条件成立时，TORA 系统即跟踪确定的周期性轨迹。 

4.2 能量法控制设计 

通过忽略干扰力矩阵N ，针对平面 TORA 系统的动力学方程(2-14)控制实现如图 
2-4 所示的周期性轨迹跟踪。当系统的目标周期性轨迹跟踪完成，旋转小球相对于平移

小车静止，平移小车实现振幅为 0( )dx x− 的周期振荡运动，且系统总能量守恒。当系统

实现目标周期性轨迹的跟踪时，目标周期性轨迹所具有系统总能量 ( )dE t ，以弹簧弹性

势能形式表示为： 

 ( ) 21
2d dE t kx=  (4-9) 

在旋转小球转角θ的动态轨迹跟踪控制中，当 0t t≥ ， ( ) dt θθ θ δ− < ，且输入转矩τ

为零时，TORA 系统若要维持目标周期性轨迹的持续跟踪，需满足 ( )π0.5d nθ = ± 限制。 

旋转小球转角θ的目标角度 ( )π0.5d nθ = ± 实质上为一种特殊目标轨迹，即此时小球

转角θ的目标周期性轨迹落在 x 轴向上。若小球转角θ动态轨迹中 .5π0α ≠ ± 时，TORA
系统依然可确保各自由度达到目标周期性轨迹，此时旋转小球由于在 x 轴径向运动方向

有分冲量，故系统会存在输入转矩τ 的额外补偿维持旋转小球转角θ在目标周期性轨迹

上的相对稳定。 

为跟踪目标周期性轨迹，输入转矩τ 注入系统的能量达到目标能量值 ( )dE t 即可完

成系统达到动态轨迹时的能量守恒，此为系统能量的镇定控制过程。在构造控制

Lyapunov 函数时，易知须含有系统总能量误差项 Ee ： 

 ( ) ( )E de E t E t= −  (4-10) 

可完成系统能量的目标能级收敛。 
通过旋转小球转角θ及其导数的调节，完成平移小车位移 x 与旋转小球转角θ跟踪

各自目标周期性轨迹。与此同时，系统总能量以平移小车动能、旋转小球动能和弹簧势

能的形式相互转化，此过程完成了能量的分配。系统总能量守恒时，通过调节旋转小球

动能可使平移小车动能和弹簧势能得到调节。故构造的控制 Lyapunov 函数含有小球转

角误差项 eθ ： 

 ( ) de tθ θ θ= −  (4-11) 

可完成旋转小球转角θ对目标周期性轨迹的跟踪收敛，实现能量的分配调节。最后，构

造的控制 Lyapunov 函数须含有旋转小球转角速度项完成系统能量的合理分配。 
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根据以上分析，利用 TORA 系统的无源性，构造控制 Lyapunov 函数如下： 

 ( ) 2 2 2
1 2 3, 0.5 0.5 0.5EV x x k e k e kθ θ= + + 

  (4-12) 

其中控制参数 1k 、 2k 、 3k 为正常数。 

对式(4-12)求导后，联立式(2-21)得到： 

 ( ) ( )1 2 3, EV x x k e k e kθθ τ θ= + + 

  (4-13) 

令式(4-13)中： 

 1 2 3 4Ek e k e k kθτ θ θ+ + = −   (4-14) 

其中控制参数 4k 为正常数。 

方程(4-14)中θ由方程组(2-14)联立获得为： 

 
( ) 1 cosM m mrhτ θ

θ
+ +

=
∆

  (4-15) 

其中 

 
( )( ) ( )22

2
1

cos

sin

M m mr I mr

h mr kx

θ

θθ

∆

−=

= + + −

+
 (4-16) 

由式(4-14)带入式(4-13)，易知式(4-13)可表示为： 

 ( ) 2
4, 0V x x k θ= − ≤

  (4-17) 

为半负定的，当且仅当 0θ = 时 ( ), 0V x x =

 。 

由式(4-14)(4-15)联立可求出输入转矩τ ： 

 
( )

4 2 3 1

1 3

( ) cos

E

k k e k mrh
k e k M m

θθ θτ ∆ + +
= −

∆ + +



 (4-18) 

得到式(4-18)所需的输入转矩τ 作为旋转激励作用 TORA 系统可实现该装置周期性轨迹

跟踪控制。 
当式(4-18)中控制参数调节满足： 

 ( )1 3 0Ek e k M m∆ + + ≠  (4-19) 

控制器τ 无控制奇点。由于 0∆ > 且 Ee 存在小于零的情况，式(4-19)可能达到奇点，正常

数 1k 和 3k 的取值关系如： 

 3

1

Ek e
k M m

∆
≠

+
 

可避免奇点的产生，满足式(4-19)的约束条件。 

同时含有误差项 Ee 、eθ ，含有调节项θ，使得控制 Lyapunov 函数式(4-12)体现三项

作用：系统总能量跟踪、旋转小球转角误差跟踪以及整定旋转小球转角速度θ为零。同

时式(4-18)完成了系统目标能量值的获得与守恒，系统能量在平移小车、旋转小球和弹

簧之间不同能量形式的特定分配问题。平移小车位移 x 和旋转小球转角θ由此达到目标

周期性轨迹。 
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4.3 稳定性分析 

下面利用 LaSalle 不变性原理证明闭环系统在目标周期性轨迹上的稳定性。 
对 TORA 系统动力学(2-14)在构造的控制器(4-18)作用下，闭环系统可以从任意初始

位置渐近收敛至给定自由度的目标周期性轨迹上，即 

 
T T

lim , , , , , ,d d d dt
x x x xθ θ θ θ

→∞
=      

 

   

证明过程分二步：1、闭环系统的所有状态量均有界，即 ( )x t ， ( )x t ， ( )tθ ， ( )tθ

( )tτ ∞∈Ω ；2、不变集仅含有目标周期性轨迹。 

由最大跟踪误差定义式(2-45)可得： 

 ( ) ( ) ( )supdt t t− ≤x β e  (4-20) 

即系统中同自由度误差变化量有界，化简为： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sup supd dt t t t t− ≤ ≤ +β e x β e  

易知系统中各自由度有界，即 ( )t ∞∈Ωx 。 ( )
T

,t x θ =  


 x 为 ( )x t 导数，且为局部 Lipschite

的，易证明 ( )t ∞∈Ωx ，另由式(4-18)可得输入转矩τ ∞∈Ω 。 

为证明该定理，定义如下不变集Γ： 

 ( ) ( ){ }, , , , 0x x V x xθ θ= =Γ  

   (4-21) 

由式(4-17)可知在不变集Γ中： 

 ( ) 0tθ =  (4-22) 

由式(4-22)易知在不变集Γ中： 

 
( )
( )

= const.

0

t

t

θ

θ =

 (4-23) 

以下确定不变集Γ中 ( )x t ， ( )x t 的函数。考虑 ( ) const.tθ = ， ( ) 0tθ = ，TORA 系统

的旋转小球转角在终止状态保持恒定，系统此时退化为弹簧-振子系统，振子为平移小

车与旋转小球的质量总和。因弹簧-振子系统的固有周期如式(2-49)所示，振子位移函数

( )ox t 转变为正弦形式为： 

 ( ) 2πB + Asin
To ox t t ϕ = + 

 
 (4-24) 

其中A 为振子振幅，B为振子起振位置， oϕ 为振子周期性振荡转变为正弦形式的初相角。 

显然振子速度函数 ( )ox t 为： 

 ( ) 2π 2πA cos
T To ox t t ϕ = + 

 
  (4-25) 

则已证明不变集Γ中： 

 ( ) ( ) ( )( ), , , , , const.,0o ox x x t x tθ θ =   
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当取 0A d xx  ， 0B x ， o  ， const. d 时，式(4-24)的振子位移  ox t 化为式

(2-50)平移小车位移 x 目标周期性轨迹；旋转小球转角  t 的目标角度化为式(2-51)中 d 。 

综合以上分析可知，不变集Γ 的最大不变集为
T

, , ,d d d dx x    
 ，根据 LaSalle 不变性

原理可知，TORA 系统在控制器式(4-18)作用下，随时间推移各自由度渐近收敛到对应

的目标周期性轨迹上。 

4.4 仿真验证 

为检验本章所提出的基于能量方法的周期性轨迹跟踪控制策略的有效性，在

Matlab/Simulink 平台上进行仿真实验。仿真的参数如表 2-1 所示。为了更好的说明本章

所提控制策略的优点，并为下一章的 TORA 系统物理平台控制实验做对比，本次仿真选

取 2 种情况分别进行仿真和结果分析。 

4.4.1 验证性仿真验证 

 
图 4-2  TORA 系统控制仿真图： 0.008Ax  ， 2πd  ， 0   

该组实验选取控制目标点为 0.008dx  ， 2πd  。此时目标周期性轨迹能量

0 2 4 6
 t (s)

0

2

4

6

8

0 2 4 6
 t (s)

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0 2 4 6
 t (s)

0

0.1

0.2

0.3

-0.01 -0.005 0 0.005 0.01
-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0 2 4 6 8
(rad)

-5

0

5

10

15

0 2 4 6
 t (s)

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

X: 6.28

Y: 0.4119



第四章 基于能量法的 TORA 系统周期性轨迹跟踪 

41 

  0.045696JdE t  。控制器式(4-18)中控制参数选取以及过控制目标点的周期性轨迹如下： 

（1）控制参数： 1 1k  ， 2 4.8k  ， 3 0.4k  ， 4 1.2k   

（2）目标周期性轨迹：    0.008sin 16.11 0.57πdx t t  ， 2πd   

仿真结果如图 4-2 所示。由第一列两幅图易知，控制器能快速使平移小车与旋转小

球跟踪至给定的目标周期性轨迹并迅速稳定，大约 4s 时整个 TORA 系统即实现动态稳

定，相比于图 4-3 所示的仿真结果，该控制目标下的控制器控制效率基本无差。由第二

列左图易知，输入转矩 控制过程的输出范围[ 0.1,0.2]N m  ，约是图 4-3 所示 输出范

围的一半，右图表明平移小车动态轨迹的振幅主要影响系统总能量与输入转矩的大小。

第三列两幅图易知，各自由度相轨迹的跟踪过程，平移小车相轨迹跟踪至目标周期性轨

迹时也为椭圆形；旋转小球相轨迹跟踪至目标周期性轨迹时为一固定点。 

4.4.2 对比性仿真验证 

 

图 4-3  TORA 系统控制仿真图： 0.02Ax  ， 3.5πd  ， 0.5π   

该组实验与图 3-6 所示的斜面情况与控制目标点一致， 0.02dx  ， 3.5πd  。此时

目标周期性轨迹能量   0.2856JdE t  。控制器式(4-18)中控制参数选取以及过控制目标点
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的周期性轨迹如下： 
（1）控制参数： 1 2k = ， 2 1.2k = ， 3 0.1k = ， 4 0.3k =  
（2）目标周期性轨迹： ( ) ( )0.02sin 16.11 1.44πdx t t= + ， 3π 0.5πdθ = +  
仿真结果如图 4-3 所示。由第一列两幅图易知，控制器能快速使平移小车与旋转小

球跟踪至给定的目标周期性轨迹并迅速稳定，大约 4s 时整个 TORA 系统即实现动态稳

定，相比于基于虚约束方法构造的控制器，基于能量法构造的控制器更加高效。由第二

列左图易知，输入转矩τ 控制过程的输出范围[ 0.2,0.4]N m− ⋅ ，远小于图 3-6 中输入转矩

的输出范围，说明基于能量法构造的控制器更加经济；右图表明系统实现周期性轨迹跟

踪后动态稳定时，系统总能量守恒，各自由度轨迹跟踪无偏差。第三列两幅图易知，各

自由度相轨迹的跟踪过程，平移小车相轨迹跟踪至目标周期性轨迹时为椭圆形；旋转小

球相轨迹跟踪至目标周期性轨迹时为一固定点。 

4.5 本章小结 

在第三章中基于虚约束法的动态轨迹跟踪控制设计环节过于复杂的情况下，本章讨

论了基于系统能量法的 TORA 系统周期性轨迹跟踪控制问题。基于系统能量守恒与分配

的思想，提出了一种简便地控制 Lyapunov 稳定性理论的控制器，通过构造控制 Lyapunov
函数，实现旋转小球、平移小车与系统总能量三个函数的共同镇定，从而实现对各自由

度目标周期性轨迹的跟踪，仿真结果表明了此方法的可行性与高效性。 
基于能量法的控制设计理论虽然完备，但是以上仅考虑理想情况下的控制设计，在

实际应用中，由于摩擦因素的存在，上述控制器合理应用则需要添加摩擦补偿项，添加

摩擦项十分繁杂，或存在无法实现的情况。因此，下章重点介绍一种可适应于实际物理

平台的基于系统能量方法。 
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非线性控制领域的理论研究工作，为了验证所提出的控制算法有效性，往往只利用

Matlab 等数学软件实现仿真来验证，若搭建一个物理平台对所设计的控制算法进行实际

验证更有现实意义。 
数学模型基于假设的前提对物理对象重新描述，忽略掉了实际系统中许多不利因素，

这些不利因素的发现和解决，可更加深刻地理解和应用欠驱动系统，使得理论层面的控

制器设计更加实用化。欠驱动基准系统的物理装置经过开发已经存在很多，如直线倒立

摆系统、龙门吊车系统、Pendubot 与 Acrobot 物理系统等。基于应用层面的考虑，本文

设计了一个 TORA 系统物理平台，作为后续实践验证理论的基础。 

编码器

电机驱动

信号转换

直流电机

上位机

TORA
机械本体

PLC

机械部分 电气部分 监控部分
 

图 5-1  TORA 物理平台整体结构图 

TORA 系统实验平台所具有的基本功能，除了可以控制跟踪目标周期性轨迹外，还

具有一定的通用性，在这里主要是指控制器的灵活性、操作的易用性、可扩展性等。TORA
系统实验平台控制器采用西门子 S7-200 型 PLC 可编程控制器，其优点是简洁的编程与

广泛的工业应用，驱动电机采用瑞士 MAXON 的 90W 盘式无刷直流电机。系统整体结

构图如图 5-1 所示。 

PC
上位机监控

界面

控制
界面直流

电机

拉线
编码器

旋转
编码器

TORA
机械本

体

电平信号
转换电路

电平信号
转换电路

电机驱动

Port 0

PLC
S7-224XP

数字端口

电压信号

24V数字信号

24V数字信号

3路电流信号

5V差动信号

5V差动信号

 
图 5-2  TORA 物理平台控制框图 

由图 5-1 所示，TORA 系统物理平台主要分为机械部分、电气部分与监控部分。机

械部分主要由 TORA 系统机械本体构成，其输出二维均有编码器采集状态量；电气部分

主要功能是将编码器采集到的系统状态量进行电平转换，编程出所设计的控制器程序，

通过 PLC 实现电气驱动的控制，进而控制直流电机的输出转矩；监控部分主要是上位

机的人机交互界面，主要是西门子 S7-200 编程软件 STEP 7 MicroWIN，与 MAXON 电
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机控制软件 ESCON Studio，实现系统输入输出的控制与信息提取。TORA 系统物理平

台的控制逻辑框图如图 5-2 所示。 

5.1 实验装置 

TORA 系统物理平台如图 5-3 所示，其各部分构成的元件参数如表 5-1 所示。 

 
图 5-3  TORA 系统物理平台 

由 TORA 系统物理平台可以看出，平台本身结构简洁，易于搭建，方便所设计的控

制器实现。该物理平台所对应的平面 TORA 动力学： 

 
( ) 2

2
2

cos sin 0

cos ( )
x

r

M m x mr mr kx N

mr x mr I N

θθ θθ

θ θ τ

+ + − + + =

+ + + =

 







 (5-1) 

其中 xN 表示平移小车位移方向的摩擦力； rN 表示连接旋转小球的直流电机转轴的摩擦

力。 2τ 为 TORA 系统装置实现周期性轨迹跟踪的输入转矩； xN 与 rN 的具体模型须辨识。 

表 5-1  TORA 系统平台元件参数表 

编码器  PLC 直流电机 

旋
转 

日本 NEMICON 
OVW2-1024-2MD 
测量精度：4096p/r 

品牌 德国 SIEMENS 瑞士 Maxon 
型号 S7-200 224xp EC 90 盘式无刷 

参
数 

HSC 时钟输出速率 20kHZ 
输出延时（Q0.0 与 Q0.1）： 
OFF 到 ON 最大 2μs  
ON 到 OFF 最大 10μs  
模拟量输出范围 0-10V 

空载转速：2080rpm 
额定转速：1640rpm 
额定转矩：0.494 N m⋅  
额定电流：2.12A 
最大效率：85% 
电机磁极对称：12 
机械时间常数：14.9ms 

拉
线 

烟台五丰 
TF20-200-100BW-G05L 
测量精度：1024p/10mm 
重复精度：0.05% 
线性精度：0.1% 

由于 S7-200 224xp 型号 PLC 的模拟量输出点 AQWO（范围为 0-32000）与模拟量电

压U 输出（范围 0-10V）呈线性关系： 
 3200AQWO U= ⋅  (5-2) 

旋转编码器 

拉线编码器 电机驱动器 

PC 上位机 

电平转换电路 

电源 

直流电机 
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Maxon 直流电机的驱动器型号为 ESCON-50/5-409510，具有串励电动机外特性，因

其具有较大的起动转矩与过载能力，多用于牵引类机械系统。该电机适用于 TORA 系统

实验平台时，选其电流闭环控制模式，即将输入电机驱动器的电压信号转换为电流控制

信号，通过串励电机外特性实现直流电机输出转矩的间接控制。 
由于电机驱动器的模拟量输入范围（输入量为U ）与电流控制量 I （范围 0-2.5A）

呈线性关系： 
 4U I= ⋅  (5-3) 

其中，电机额定电流为 2.12A。又由 Maxon-EC-90-盘式无刷直流电机在该工况下的转矩

常数为0.2614 N m A⋅ ，得出该直流电机输出转矩与其输入电流间关系： 

 0.2614 Iτ = ⋅  (5-4) 
联立式(5-2)(5-3)(5-4)可得： 

 52.0421875 10 AQWOτ −= × ⋅  (5-5) 

式(5-5)表明了 PLC 控制器对直流电动的控制关系。 

5.2 装置系统的摩擦辨识 

本文第三四章设计的控制策略均基于前提假设：理想无摩擦因素干扰情况下的

TORA 系统。但物理平台不可避免的要解决摩擦问题。摩擦具有复杂非线性以及不确定

性的特点，科学研究目前还仅停留在定性认知的阶段，尚不存在可精确解析摩擦过程的

数学模型 [79]。通常情况下，摩擦现象的存在是有利的，如机动车的刹车系统、运动鞋

的波浪底纹；但对于伺服系统，摩擦现象的存在是不利的，抑制系统性能的同时使系统

响应出现爬行、振荡或者稳态误差 [79]。 

5.2.1 参数辨识 

摩擦补偿的前提是构建并辨识出合适的摩擦模型，通过摩擦模型较为准确的描述

TORA 系统物理平台中实际摩擦力的效果，改造第四章所设计的输入转矩，抵消实际摩

擦的影响。 
典型的摩擦模型有库仑摩擦模型、库仑+粘滞摩擦模型、基于 Stribect 曲线的指数摩

擦模型与基于 Karnopp 摩擦模型等。其中库仑+粘滞摩擦模型由于模型相对简单实用，

实际模拟摩擦作用效果较好，本文基于此模型进行摩擦参数辨识。 

表 5-2  TORA 系统装置物理参数表 

参数 数值 单位 注释 

M  5.2 kg 平移小车质量 

m  0.3 kg 旋转小球质量 

k  1428 N m⁄  弹簧劲度系数 

r  0.0695 m 旋转小球的偏心距 

I  31.503 10−×  kg ∙ m2 旋转小球的转动惯量 

g 9.81 N kg⁄  重力常数 

45 



东南大学硕士学位论文 

由精度为 0.5N 的弹簧测力计，取重力加速度为 9.81N/kg，可测得平移小车与旋转

小球质量；由精度为 0.02mm 的游标卡尺可测得刚体几何尺寸，并求得旋转小球的转动

惯量。所得 TORA 系统物理平台参数如表 5-2 所示。 
辨识 TORA 物理平台中直线导轨的摩擦力采用库仑摩擦+粘滞摩擦模型： 

 ( )1 2g sgn( )xN M m x xm m= + +   (5-6) 

其中 ( )1 g sgn( )M m xm +  为库仑摩擦模型， 2xm 为粘滞摩擦模型； 1m 、 2m 分别表示为库仑

摩擦系数与粘滞摩擦系数。 
对 TORA 系统物理平台动力学方程(5-1)引入摩擦模型之后，得到新的系统模型如下： 

 
( ) ( )2

1 2

2

cos sin gsgn( ) 0

cos ( )

M m x mr mr kx M m x x

mr x mr I

θθ θθ m m

θ θ τ

+ + − + + + + =

+ + =

 

  





 (5-7) 

令旋转小球初始角度 0 π 2θ = ，初始转矩 0 0τ = ，取平移小车初始位移 0 0.0107mx = ，

此时TORA系统物理平台蜕化为弹簧-振子系统，且系统运动的任何时刻都有 0θ θ= ≈  ，

因此带入式(5-7)可简化为： 

 ( ) ( ) ( )1 2g sgn 0M m x kx M m x xm m+ + + + + =    (5-8) 

粘滞系数 2m 较小，约在 110− 数量级，经过多次摩擦试验取 1 0.5m = ；粘滞摩擦力在

系统运动中位移 x 过零值附近时较大，但平移小车运动时主要是滑动（滚动）摩擦力。

在滑动摩擦力的作用下，平移小车每半个周期振幅衰减是一定的，为 ( )12 gM m km + 。 

由图 5-4 左上处平移小车位移的时域图像所示，平移小车位移 x 每半个周期的衰减

值约为 0.0012m，将其带入理论分析有： 

 ( )12 g =0.0012M m km +  (5-9) 

解得 1 0.017m ≈ 。至此，已确定式(5-6)中摩擦力模型。 
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图 5-4  物理平台参数辨识结果仿真图 

46 



第五章 TORA 装置与实验研究 

将 1=0.017m ， 2 =0.5m 带入式(5-6)(5-7)，仿真零输入情况下，TORA 系统蜕化为弹簧

-振子系统时振荡阻尼波形；同时与实验平台同等条件下得出的实际波形对比，用以校

验参数辨识的正确性，如图 5-4 所示。 
由图 5-4 对比可以看出，通过库仑+粘滞摩擦模型难以完全匹配实际 TORA 系统物

理平台的摩擦因素，但是系统的周期以及振荡趋势和振荡区间都与仿真结果相一致。平

移小车位移 x 轨迹波形在低速段时相位略微有偏差，这是所建立的摩擦模型没有深入考

虑静摩擦因素导致。需要说明的是式(5-6)所建立的摩擦模型还不够精确，但已基本满足

周期性轨迹跟踪过程中动摩擦建模需求。本章主要目的为 TORA 系统实际平台验证所提

出的可跟踪周期性轨迹的控制器实用性，所建立的摩擦模型在低速段的平移小车位移 x
相位略微有偏差问题在控制过程中可直接避免，这对本文接下来着手摩擦补偿方面的讨

论奠定了基础。 

5.2.2 摩擦补偿方式 

为了抑制伺服系统中摩擦现象带来的不利影响，实践中总结出的有效方式主要分为

以下三类。 
（1）改变伺服机械系统的机构设计，减少传动环节。 
（2）使用润滑剂减小静摩擦与动摩擦间的差值。 
（3）运用合适的控制补偿方法，实现摩擦环节补偿。 
基于现有的 TORA 系统模型，不必要的传动环节省去，直线导轨和平移小车之间使

用了润滑剂，在平台设计和物理抑制摩擦方面的有效方法本文都已采用，下面主要讨论

第三种方式：通过控制补偿摩擦损耗。 
传统的摩擦补偿方法一般分为不基于摩擦模型的补偿方法和基于摩擦模型的补偿

方法。其中，不基于摩擦模型的补偿方法的实质是将系统摩擦视为外界干扰，通过改变

控制设计的结构或控制策略参数以提高系统抑制外界干扰的能力，间接抑制摩擦因素对

系统控制的影响。不基于摩擦模型的方法的主要思路简单，但对于静摩擦非线性的补偿

能力不足，提高该方法的摩擦补偿能力又会为伺服系统带来诸如参数时变与机械谐振等

问题。 
基于摩擦模型的补偿方法的实质是前馈补偿。其基本补偿思路是对系统中的摩擦现

象建立（或选择）合适的数学模型，基于此模型中系统状态变量，最后估计摩擦力（或

力矩）大小，并将该估计值加入在控制力（或力矩）中，抑制或消除摩擦因素带来的影

响。传统的摩擦补偿方法的研究一直是摩擦补偿领域的主流方式，其优点是控制算法相

对简单并且实用性好。但是基于摩擦模型的补偿方式缺点在于摩擦模型的选择有较强的

试探性质，同时模型参数的确定过程较为复杂。除此之外，摩擦力矩是速度有关的函数，

其控制效果还基于速度信号的质量，干扰性和不确定性较为严重。 
另外，基于摩擦模型的补偿方法按照补偿方式的不同可分为固定模型补偿方式和自

适应补偿方式。针对固定模型补偿方式，摩擦模型的参数可由离线参数辨识获得；对于

自适应补偿方式，迭代估计的方法可由摩擦模型参数确定，且控制过程中参数可变。 
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5.3 基于摩擦补偿的能量法控制器再设计 

基于摩擦模型补偿方法的须确定某种具有实用性的摩擦模型及参数，通过运动过程

中任意时刻系统的状态量得出一个与实际摩擦力大小相同但方向相反的力。在 TORA 系

统这类单输入系统中，基于摩擦模型的补偿方法本质为一种前馈补偿方式，通过对系统

施加一个额外的控制力矩，来抵消非线性摩擦力矩对系统的影响。其前馈摩擦补偿的基

本原理如图 5-5 所示。 
由图 5-5 易知，理想无摩擦的控制策略的控制逻辑为闭环控制，给定控制目标与控

制参数，生成输入转矩作用于 TORA 系统，TORA 系统的状态量输出并作为反馈量，实

现轨迹跟踪控制。由于 TORA 系统物理平台的实际摩擦力存在，在输入转矩处引入摩擦

补偿转矩量，该补偿量 τ∆ 的大小由测量或预估系统状态量确定的摩擦模型生成。实时

补偿的转矩抑制摩擦力的不良作用，可实现理论设计的控制策略在 TORA 系统物理平台

的应用。 

忽略摩擦的
理想控制器

TORA系统

TORA系统
摩擦模型

TORA
状态量

控制目标

测量或预估
TORA的状态量

+
+ +

-1τ

τ∆

2τ

物理平台
实际摩擦力

TORA系统
物理平台

+-

 
图 5-5  基于摩擦模型的补偿方法原理图 

由第四章中所设计的可实现周期性轨迹跟踪的基于能量法控制器： 

 
( )

4 2 3 1
1

1 3

( ) cos

E

k k e k mrh
k e k M m

θθ θτ ∆ + +
= −

∆ + +



 (5-10) 

在 TORA 系统实验平台上实践过程中，必然有摩擦力的存在，使得平移小车的振动逐渐

衰减至静止。因此，在考虑建立的式(5-6)摩擦力模型下，采用前馈补偿摩擦因素的方式，

在输入转矩中对摩擦力进行补偿。有 2 1τ τ τ= + ∆ ， τ∆ 为输入转矩加入补偿量。 

为了实现平移小车的周期性轨迹跟踪，则主要考虑平移小车位移 x 及其导数的变化

规律，使其达到稳定时以正弦形式等幅振动。对于式(5-1)求 x： 

 12 2212 1 22 1 xm m Nm m hx ττ ∆ ++
= − −

∆ ∆
  (5-11) 

为了补偿掉摩擦 xN 对平移小车加速度 x的影响，令 12 22 0xm m Nτ∆ + = ，此时： 

 22

12
x

m N
m

τ∆ = −  (5-12) 

由于 12 cosm mr θ= ，当旋转小球转角经过 0.5πθ = 等位置时有 12 0m = ， τ∆ 趋于无穷。由
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于实际直流电机的额定转矩为 0.494 N m⋅ ，因此对此类奇点需要对 τ∆ 值进行限幅，且

尽快使旋转小球通过此类奇点。在仿真过程中发现，当达到稳定状态时，控制器 1τ 值不

超过 0.2 N m⋅ ；不妨设定输入转矩的边界条件如 0.2τ∆ ≤ N m⋅ ， 2 0.494τ ≤ N m⋅ 。 

同样对于式(5-1)求θ： 

 ( )11 1 12 1
12

1 xNm m h
m

θ τ= + −
∆

  (5-13) 

其中，相比于第四章设计的理想控制器 1τ 情况下，θ多了一个周期性变化的量 12xN m− ，

在平移小车位移振动达到相对稳定时，旋转小球将围绕一个角度振动，通过旋转小球转

角的振荡来补偿摩擦力带来的能量损耗，实现平移小车位移的周期性轨迹跟踪。 
综上所述，考虑摩擦补偿的基于能量法控制器为： 

 [ ]4 2 3 1
2

1

22
1 11 2

113 12

( ) co gsgn(s )
E

k k e k mrh
k

m m x x
m me k

θθ θτ m m∆ + +
= −

∆ +
− + 



 (5-14) 

式(5-14)在 PLC 控制器的编程算法逻辑如图 5-6 所示。 

中断程序流程图主程序流程图

N

Y

定时中断入口

编码器脉冲计数

信号处理

信号读取

返回

N

Y

开始

系统初始化

设定系统参数

中断设置

开启高速计数器

定时器中断

结束

控制信号计算

控制信号输出

中断设置

 
图 5-6  PLC 编程算法 

如图 5-6 所示，PLC 内部控制算法逻辑主要分为主程序与中断程序。主程序中首先 
初始化系统，其主要包含中断初始化、寄存器、定时器以及标志位等一些单元的初始化。

其次，设定系统参数，其中包含物理参数、控制器控制参数、摩擦辨识参数与目标周期

性轨迹。再次，开启 PLC 内部高速计数器用以准备采集系统状态量。最后设置中断周

期为 20ms。 
中断程序的如图 5-6 右图所示，拉线编码器与旋转编码器的输出结果通过检测编码
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器 A、B 两个脉冲序列的顺序来确定平移小车位移方向与旋转小球旋转方向；经过信号

处理，分别计算出国际单位下的平移小车的位移 x、旋转小球的转角 及其导数。根据

得到的平移小车位移 x、速度 x，旋转小球转角 、角速度等信息，利用式(5-14)算法

得到系统的控制输入转矩信号，该信号转换为数字量，经 DA 变换输出与之对应模拟电

压量后输入电机驱动器，电机驱动器根据输入的电压信号转换为电流信号控制电机的运

转，最后实现系统的周期性轨迹跟踪控制目标。然后返回到主程序等待下一次中断开始。 

5.4 实验研究 

将式(5-14)中控制器分别应用在 Matlab/Simulink 仿真设计与 TORA 系统实验平台

PLC 编程中，校验与对比该控制器在仿真与实验的控制效果。 

该实验与图 4-2 所示的目标周期性轨迹一致。控制器式(5-14)中控制参数选取以及

过控制目标点的周期性轨迹如下：  

（1）控制参数： 1 1k  ， 2 10.2k  ， 3 0.78k  ， 4 2.25k   

（2）目标周期性轨迹：    0.008sin 16.11 0.42πdx t t  ， 2πd   

（3）边界条件： 0.2  ， 2 0.494   

 
图 5-7  TORA 物理平台仿真波形图 
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仿真结果如图 5-7 所示，平移小车位移大约 7s 实现目标周期性轨迹跟踪，相比于

图 4-2 所示的仿真结果，目标周期性轨迹的振幅基本同时达到，轨迹跟踪的相位差异大

约 7s 时才消除。旋转小球转角约 4s 时达到目标轨迹，由于摩擦因素存在，输入转矩在

动态稳定时须周期性不断的输入补偿转矩抑制能量的消耗，受输入转矩直驱的旋转小球

转角也存在这样的波动性。第三行右图表示了系统总能量的变化情况，易知系统总能量

在约 4s 时已达到相对稳定，但略高于无摩擦情况下该目标周期性轨迹的能量值 0.045696，

由于无摩擦情况下平移小车位移达到最大时，系统总能量全部转换为弹簧能量；但考虑

摩擦因素下补偿转矩时刻抵消摩擦力做功，平移小车位移达到最大时，系统总能量一部

分转换为弹簧能量，一部分为旋转小球的旋转动能。 

在 TORA 系统物理平台的控制器 PLC 的程序中，通过给定相同的系统参数及边界

条件下的实验结果如图 5-8 所示。 

（1）控制参数： 1 1k  ， 2 10.2k  ， 3 0.78k  ， 4 2.25k   

（2）控制目标：    0.008sin 16.11 0.42πdx t t  ， 2πd   

（3）边界条件： 0.2  ， 2 0.494   

 

图 5-8  TORA 物理平台实验波形图 

可以看到，基于数学模型搭建的 TORA 物理平台仿真波形图 5-7 与实际 TORA 物
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理平台实验波形图 5-8 控制效果是一致的。其中小球转角及其导数的时域图像在 1-2s
间有较明显的相位差异，其原因在于实际电机控制设计中未考虑时滞因素，选用的

MAXON 电机机械时间常数为 14.9ms，虽然 PLC 控制中断周期设定 20ms 情况下，并不

影响实际电机延时的控制效果，但在短时转角及其转角速度突变情况时，时滞因素则较

为明显的表现。 
由图 4-2 与图 5-7 的对比分析知，摩擦因素对 TORA 系统周期性轨迹跟踪控制的

影响导致旋转小球轨迹及系统总能量时域图像叠加脉动振荡；由图 5-7 与图 5-8 的对比

分析知，TORA 物理平台仿真与实际控制效果基本一致，验证了控制器的理论设计的正

确性与实用性。 

5.5 本章小结 

本章介绍了 TORA 系统物理装置与周期性轨迹跟踪实验，为实际应用第四章所提出

控制策略，首先在 Matlbal/Simulink 平台上进行 TORA 系统物理平台仿真。考虑到实际

摩擦因素对控制器效果产生的不利影响太大，实际控制器采用前馈补偿的方式，补偿了

摩擦因素对 TORA 系统能量的消耗。为了更好的体现该控制策略应用在 TORA 系统上

的控制效果，物理实验平台的搭建以及后续的实际仿真结果与理论控制效果进行对比，

证明了控制器的理论设计的正确性与实用性。 
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第六章 总结与展望 

6.1 总结 

本文从理论上系统的研究了任意斜面上的欠驱动 TORA 系统动力学模型，具体的研

究了 TORA 系统的周期性轨迹跟踪控制策略，完成了基于物理平台的控制器再设计及实

物实验。现将本文的主要工作总结归纳如下： 
（1）基于拉格朗日方程，建立了斜面 TORA 系统的动力学模型。针对 TORA 系统

中旋转小球动态运动的不同情况，设计了两种典型的正弦周期性轨迹，包括同时实现平

移小车和旋转小球周期性振荡的周期性轨迹，以及平移小车周期性运动、旋转小球保持

定值的周期性轨迹。当 TORA 系统中平移小车的目标周期性轨迹选为正弦轨迹的平衡位

置，且旋转小球的目标角度选为定值时，本文所研究 TORA 系统的轨迹跟踪控制问题可

蜕化为平衡点镇定控制问题。 
（2）采用 TORA 系统中广义坐标之间的虚拟约束技术，给出了同时实现平移小车

和旋转小球周期性振荡的周期性轨迹跟踪设计。构造了平移小车位移与旋转小球转角间

的虚约束方程，联立该虚约束方程与斜面 TORA 系统动力学模型，将斜面 TORA 系统

复杂的动力学化简为虚拟微分系统，并对该虚拟微分系统求积分，确定了平移小车和旋

转小球周期性振荡的目标周期性轨迹。设计了一个同时含有虚约束跟踪误差和周期性轨

迹跟踪误差的控制李雅普诺夫函数，并运用李雅普诺夫稳定第二定理，通过选定合适的

参数得到满足系统稳定的控制器，使平移小车位移与旋转小球转角间的虚约束跟踪误差

和目标周期性轨迹跟踪误差闭环收敛，从而同时实现平移小车和旋转小球振荡的目标周

期性轨迹跟踪。针对 TORA 系统分别位于斜面、垂直平面和水平面三种不同情形，在

Matlab/Simulink 中搭建了控制系统模型对所设计的基于虚约束的控制方案进行了仿真

研究，结果表明，所设计的控制方案均可有效实现目标周期性轨迹的跟踪控制。 
（3）鉴于虚约束控制方法设计过程及控制器的复杂性，且旋转小球在实际应用中

的控制目标通常是旋转小球转角静止到目标角度，给出了一种基于系统能量的控制设计

方案，以实现平移小车的周期性轨迹跟踪控制和旋转小球转角的定值控制。该方案根据

TORA 系统总能量守恒的思想通过控制输入转矩为动力学系统注入能量，使 TORA 系统

具有可使平移小车达到目标周期性轨迹的能量，并消耗旋转小球转角在镇定到目标角度

过程中的多余动能，最终实现系统总能量守恒并以平移小车动能和弹簧弹性势能的形式

在系统中相互转化。设计了同时含有 TORA 系统总能量误差、旋转小球转角误差和角速

度误差的控制李雅普诺夫函数，根据李雅普诺夫稳定第二定理，通过选定合适的参数得

到满足系统稳定的控制器，实现旋转小球静止到目标角度，同时平移小车达到目标周期

性轨迹。基于系统能量守恒思想设计的 TORA 平移小车目标周期性轨迹跟踪控制方案，

其设计过程较为简洁；对该方案和虚拟约束控制方案进行了对比仿真分析，结果表明，

基于系统能量的控制方案将平移小车的周期性轨迹跟踪时间缩短至原来的 1/3，说明了
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该设计方案的可行性与优越性。 
（4）搭建了 TORA 系统实验平台并对提出的基于系统能量的控制设计方案进行了

实验研究。未驱动小车的直线运动采用直线轴承导轨实现，驱动小球的运动通过 Maxon
直流盘式无刷电机驱动，控制器采用西门子 S7-200 型 PLC（Programmable Logic 
Controller）实现，小车直线位移和小球转角均由高分辨率旋转编码器实现检测；并基于

VC++开发了 PC 上位机监控系统。鉴于 TORA 系统装置平台中平移小车振荡过程与直

线导轨间的摩擦力影响目标周期性轨迹跟踪的控制效果，建立了平移小车与直线导轨间

以滑动和粘滞为主的动摩擦模型，并对装置平台平移振荡过程中的摩擦力进行参数辨识。

基于辨识的装置平台动摩擦模型，设计合适的摩擦补偿转矩消除摩擦力对轨迹跟踪控制

的影响，并选择前馈补偿的方式将其叠加至基于系统能量控制方案中的输入转矩，给出

了一种基于摩擦补偿的能量法轨迹跟踪控制策略；该策略有效实现了 TORA 装置平台的

目标周期性轨迹跟踪控制。实验结果与数字仿真相互证明了基于摩擦补偿的能量法轨迹

跟踪控制策略的有效性和实用性。 

6.2 展望 

本文对欠驱动 TORA 系统周期性轨迹跟踪控制问题进行了系统而深入的研究，取得

了四方面具有一定新意的研究成果；但是，对于欠驱动 TORA 系统的控制器设计问题和

周期性轨迹跟踪问题，作者认为至少还需要在以下三个方面进行进一步的探讨和研究： 
1、TORA 系统的周期性轨迹能控性理论。本文在系统平衡点能控性的基础上，研

究了若干可控的周期性轨迹跟踪问题，关于周期性轨迹的能控性理论还需进一步建立。

自由度间的耦合作用是欠驱动系统欠驱动特性的固有因素，本文也就是应用 TORA 系统

中平移小车与旋转小球两个自由度间的耦合作用控制电机输出转矩实现系统的周期性

轨迹跟踪。但是，目前由于在自由度耦合作用方面的研究仅停留在定性分析层面上，并

不能很好地说明旋转小球旋转程度如何时，平移小车恰巧达到目标周期性轨迹。本文给

出一些验证性仿真与实验都是较为特殊的控制目标，仅说明了旋转小球特定的某些旋转

角度可实现平移小车跟踪到某些特定的周期性轨迹，至于旋转小球的角度范围和边界条

件尚缺乏理论方面的定量分析与确定。 
2、本文针对 TORA 系统实验平台的摩擦模型是基于动摩擦模型建模，只针对运动

幅值较大情况下，与实际摩擦影响具有较高的拟合效果。所建立的摩擦模型参数辨识环

节，除了按照微分方程解析得到外，粘滞摩擦系数为试凑得出，相对而言缺少一定的理

论严谨性。在 TORA 系统实验平台的静摩擦力辨识层面，以及摩擦模型的完善层面还有

待于进一步研究。 
3、虽然本文设计的基于能量法的控制方法在 TORA 系统实验平台验证了实用性，

但基于虚拟约束法的控制策略在 PLC 编程实现中极其复杂，仅在仿真层面上给予了验

证。今后的工作可以采用可实现较为复杂运算的控制器，比如 ARM 开发板、DSP 等验

证其控制实用性。另外，今后的工作可以将本文所设计的 TORA 系统实验平台完善，进

一步推广验证先前学者所提出的各自仿真型控制策略。 
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